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PREDGOVOR 


U prvom dijelu ovog udžbenika podrobno je prikazano zasnivanje 
suvremene teorije vjerojatnosti, a izveđena su i sva važnija svojstva 
vjerojatnosne funkcije. 

U ovom drugom dijelu proučavaju se svojstva slučajnih veličina. 
Slučajne veličine su stanovite funkcije definirane na skupu elementar- 
nih dogadjaja 2 vjerojatnosnog prostora (2, /A,P!. U nekom stohastič- | 
kom eksperimentu, pojedini ishodi nazivaju se elementarnim dogadjaji- 
ma, a slučajna veličina X tim dogadjajima pridružuje (najčešće) real- 
ne brojeve. Bilo bi dakle opravdano slučajne veličine nazivati funkci- 
jama sa slučajnim vrijednostima. U dijelu literature iz teorije vjero- 
jatnosti ove funkcije sa slučajnim vrijednostima nazivaju se slučajnim 
varijablama. Prema navedenim objašnjenjima, ovaj naziv ne odgovara 
stvarnom značenju tog pojma. Mi smo stoga u ovom udžbeniku za funkcije 
sa slučajnim vrijednostima usvojili naziv slučajne ečdažna. Možda bi 
najbolji naziv bio stohastička funkeitja (njezina vrijednost zavisi od 
ishoda stohastičkog eksperimenta), no taj naziv uopće se ne pojavljuje 
u literaturi. 

Valjalo bi objasniti i stanovite posebnosti u gradji ovog drugog 
dijela. Različita pretpostavljena predznanja čitalaca imaju značajnog 
odraza u gradji pojedinih udžbenika iz teorije vjerojatnosti. Mi pret- 
postavljamo da čitalac zna diferencijalni i integralni račun (funkci- 
ja više varijabli),teoriju funkcija kompleksne varijable, teoriju dif- 
erencijalnih jednadžbi, integralne transformacije kao što su Laplace- 
ova i Fourierova, te linearnu algebru (napose matrični račun), dakako 
sve to u opsegu uobičajenih kolegija na tehničkim fakultetima, pa je 
to imalo odraza na organizaciji gradje i izbor materijala. Spomenimo 
da se višedimenzionalne slučajne veličine proučavaju gotovo od samog 


početka, da se najprije uvode funkcije slučajnih veličina da bi se 
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nakon toga posve precizno mogle uzeti odmah sve numeričke karakteris- 
tike razdioba. 

Posebnost ovog udžbenika je definiranje nekih češće upotrebljava- 
nih razdioba na samom početku, u paragrafu 2.2., što omogućava ilust- 
raciju svakog važnijeg novouvedenog pojma na priujeru koji je značajan 
za primjene. Iako su tim putem uvedene razdiobe - priiično podrobno ob- 
radjene, ostala je potreba da se veze ovih razđiova .-s primjenama po- 
sebno obrade, što je učinjeno u posljednjem paragrafu 2.7., kad je 
Čitalac već stekao dovoljno znanja da bi mogao na najlakši način razu- 
mjeti ovu važnu materiju. 

Sve knjige i udžbenici iz teorije vjerojatnosti, namijenjeni teh- 
ničkim i sličnim fakultetima, pa tako i ovaj, obradjuju posebnim po- 
stupcima diskretne i kontinuirane slučajne veličine. Za jedinstveno 
proučavanje svih vrsta slučajnih veličina bio bi potreban Stieltjesov 
integral ili teorija distribucija (poopćenih funkcija). Ovdje je, me- 
djutim, koliko je autoru poznato, po prvi put u jednom udžbeniku, pri- 
mijenjena elementarna teorija distribucija, koju su razvili poljski 
matematičari Mikusidiski i Sikorski, a koja je posve dostatna da se po- 
stigne isti cilj: proučavanje svih vrsta slučajnih veličina jedinstve- 
nim aparatom. Zato se ovdje, za razliku od drugih udžbenika, u poseb- 
nom odjeljku 2.5.1. opširnije govori o slučajnoj veličini konstanti, 
jer je to najjednostavniji primjer za ilustraciju primjene elementar- 
ne teorije distribucija. U okviru Laplaceove transformacije student 
bi eventualno mogao savladati osnovni aparat elementarne teorije dis- 
tribucija. Ukoliko čitalac ipak ne posjeduje to predznanje, udžbenik 
je tako pisan, da se mogu bez ikakvih posljedica na razumijevanje pre- 
skočiti sva mjesta gdje se upotrebljava aparat teorije distribucija. 

Kako je primijenjena teorija vjerojatnosti relativno mlada znanost, 
nije neobično da se u vrijednim knjigama i udžbenicima, čak i nakon 


izlaska proširenih i popravljenih izdanja, pojavljuju netočni teoremi 
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ili netočni dokazi. Takvi su slučajevi ovdje opisani u primjerima 
2.21 i 2.86. Čitalac iz toga treba zaključiti da se bilo koja knjiga 
iz teorije vjerojatnosti mora čitati s povećanim oprezom. 

Napomenimo usput da su u udžbenik uključeni neki originalni re- 
zultati. Tako je formulu (2.218) za aproksimaciju vjerojatnosti kod 
binomne razdiobe izveo pisac. Kod Van der Waerdena [17] može se naći 
formula (2.219) samo s korekcijom ki (x). Ovdje je načinjeno daljnje 
poboljšanje aproksimacije dodavanjem korekcije k.(x), a karakter po- 
boljšanja vidljiv je iz tablica na stranama 265 i 266. 

Kao i u prvom dijelu, tako i ovdje osnovni dio udžbenika čine 
detaljno riješeni primjeri, kojih ima 98. Pri kraju udžbenika neki 
primjeri zahtijevaju više numeričkih proračuna. Tu se najbolje može 
uvidjeti koliko prednosti pred svim klasičnim metođama ima upotreba 
džepnog elektroničkog računala! To se može spoznati tek nakon aktivne 
primjene ovog računala. Kad bi svaki čitalac raspolagao ovim računal- 
om (s elementarnim funkcijama), Tabele £, IILiV tia. sees dijela) 
bile bi gotovo suvišne. Tako se može nazrijeti važnost primjene elek- 
troničkog računala u matematičkoj statistici. 

U pogledu oznaka, dovoljno je imati na umu da se na teoreme, pri- 
mjere, formule, itd. iz I. dijela pozivamo tako, da ih označavamo s 
dva broja, od kojih je prvi uvijek 1, a svi ti objekti u drugom dije- 
lu već su označeni s dva broja, od kojih je prvi uvijek 2. Oznake 


strana u drugom dijelu nadovezuju se na oznake iz prvog dijela. 


Zagreb, 7. veljače 1976. 
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2, SLUČAJNE VELIČINE 


2,1, OSNOVNI POJMOVI 


Pojam slučajne veličine mogao bi se uvesti na taj način da se ne 
šponinje definicija, nego da se pokaže kako se operira s tim pojmom u 
konkretnim primjerima -— baš kao što se nekad uvodio pojam vjerojatno- 
sti. No poteškoće razumijevanja tako uvedenog pojma slučajne veličine 
znatno su veće nego pri sličnom uvodjenju pojma vjerojatnosti. Mi smo 
u prethodnom poglavlju razvili, iako minimalan, ipak dostatan matema- 
tički aparat, da bi precizno uvodjenje pojma slučajne veličine bilo 
razumljivo. Jasno je da se nakon dobro naučenih pojmova može prijeći 
na pojenostavnjeni način razmišljanja, prikladan za primjene. 

U ovom paragrafu često ćemo se koristiti već ranije spomenutim 


načinom definiranja skupova. Ako je prethodno zadan skup M, tada je 


simbolima (x|xeM, S(x)) definiran "skup svih elemenata x, takvih da. 


je x elemenat od M i da za x vrijedi svojstvo S(x)". Vitičaste zagra- 
de i prvi x dakle uvijek treba čitati "skup svih x", vertikalna crti- 
ca znači: "takvih da je", oznaka xeM može se ispustiti ako se unapri- 
jed dobro zna odakle su uzeti elementi X, a svojstvo S(x) zapravo de- 
finira one elemente iz skupa M, koje treba uzeti u ovako formirani 
skup. Prema tome ovako definirani skup podskup je od M, t.j. uvijek 
vrijedi (x|xeM, S(x)]CM. Svojstvo S(x) ne mora ispunjavati niti je- 
dan element iz M. Tada je ix|XeM, S(x))]=7, a prazan skup je podskup 
svakog skupa. Navest ćemo nekoliko primjera za ilustraciju uvedenih 
oznaka. Neka je R skup svih realnih brojeva,C skup svih kompleksnih 
brojeva. Tada je (x|xeR, x<3) skup svih realnih brojeva iz intervala 
(-e, 31, (x|xeR, -i<x<r) Skup svih realnih brojeva iz intervala 

(-1, m), (z|ZeC, |z|<l) skup svih kompleksnih brojeva iz jediničnog 


kruga sa središtem u ishodištu Gaussove ravnine. 
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Neka je nadalje £(x) = x+ x+ 1. Sad je (x|xeR, £(x)<3) skup realnih 
brojeva iz segmenta [-2, 1]- do tog rezultata dolazimo rješavajući 
ne&jdnadžbu £(x)<3. Spomenimo još i to da je (x|xeR, f£(x)=0) prazan 
skup, jer jednadžba f(x)=0 ima samo kompleksne korijene. Naprotiv, 
[z|zeC, f(z)=0) je dvočlani skup (a, a2), gdje je a=-(1+i/3)/2. 

Ishodi većine eksperimenata, uključujući i stohastičke eksperi- 
mente, ako su iz područja fizike (u širem smislu), gotovo uvijek su 
opisani brojevima. Nameće se ideja da bi se za odredjeni stohastički 
eksperiment mogla uvesti slučajna veličina, koja na slučajni način 
poprima numeričke vrijednosti, već prema tome koji ishod eksperimenta 
se ostvario. Tako su uvodili slučajnu veličinu prije 300 godina. Ali 
ne moraju ishodi svakog stohastičkog eksperimenta biti izraženi pomo- 
ću (realnih) brojeva. Razmotrimo slijedeći 

Primjer 2.1. Zamislimo idealnu homogenu kocku kojoj je svaka 
strana obojena po jednom bojom, ali zeko aa dvije ili više strana 
nisu obojene jednakom bojom. Na kocki imamo ovih šest boja: crvenu, 
narandjastu, žutu, zelenu, plavu i ljubičastu. Stohastički eksperi- 
ment sastoji se u tome, da se na slučajni način jednokratno baca koc- 
ka i promatra boja na gornjoj strani kocke, kad se ova zaustavi na 
horizontalnoj ploči. Ishode ovog oksperimenta označimo početnim slo- 
vima boja koje mogu ispasti, pa je odgovarajući prostor elementarnih 
dogadjaja g=(C,N, Ž, Z, P, Lj). Partitivni skup od a (koji ima 25= 
64 elemenata) uz odgovarajuće operacije čini polje dogadjaja .4. Vje- 
rojatnost P na 4+ ovdje je zadana tako, da je vjerojatnost proizvolj- 
nog elementarnog dogadjaja iz Q jednaka 1/6. 

Zadat ćemo sad funkciju X na skupu elementarnih dogadjaja Q sa 
Vrijednostima u skupu realnih brojeva R na slijedeći način: 
š(C)=1, X(N)=2, X(Žž)=3, X(Z)=4, X(P)=5, X(Lj)=6. 
Ako želimo kraće pisati ovu funkciju, upotrebljavamo simbole 


X: N>R 


Funkciju X treba dobro razlikovati od funkcije P, koja je inače zada- 
na na E, ali svakako inducira jedno preslikavanje skupa f u segment 
[0, 1]. Ovo inducirano preslikavanje je u općem slučaju dakako razli- 
čito od X. Funkcija X naziva se slučajnom veličinom. Ako se pri reali- 


AA m aaa na, 
zaciji eksperimenta ostvario dogadjaj C, funkcija X poprimila je vri- 





jednost 1; možemo to izreći i ovako: slučajna veličina X poprimila je 


vrijednost 1. Vrijednosti realne funkcije X zavise dakle od ishoda 


eksperimenta, a taj ishod ima slučajni karakter, S pomoću funkcije X 
možemo debinirski, svu slučaite događjaje iz At. Promatrajmo na primjer 
Skup fo|weQ, X(u)=3J. Kao što vidimo iz definicije funkcije x, ovaj 
skup sadrži samo jedan jedini element, i to je Ž. No znamo da je 

(žle A. Nadalje skup (olX(u)=/3) ne sadrži ni jedan element, to je 
dakle prazni skup, koji takodjer pripada polju 4. Slično je fo|X(u)< 
<4) jednak skupu (C, N, ŽI , a fu|X(&)<4,01=(C, N, Žž, Z). Naravno, 

ne ćemo nabrajati svih 64 mogućnosti, spomenut ćemo samo još da je 

fu lX(0)<6I=2. bI 


Neka je u općem slučaju zadan prostor vjerojatnosti (2, A, PJ. 





Ovdje prostor elementarnih dogadjaja Q može biti bilo konačan bilo 


beskonačan (čak neprebrojiv). 


IDefinteija 2.1, Funkcija X definirana na skupu elementarnih doga- 


djaja 2 sa vrijednostima u skupu realnih brojeva R naziva se slučajnom 


veličinom , ako je ispunjen slijedeći uvjet: za proizvoljni realni 
broj x skup Mi 
A(x) = folven, X(u)<x] ' (2:49 
Pripada polju dogadjaja A4, tj. A(x)e A. M 
Da bi olakšali razumijevanje ove važne definicije, istražimo neka 


svojstva skupova A(x). Prije svega, u što funkcija X preslikava ele- 


mente iz A(xX) ? U interval realnih brojeva (-e, x), pri čemu ne mora 


svaki realni broj iz tog intervala biti slika! To možemo zabilježiti 


ovako: X(A(x)) C (-e,x). Nadalje, ako je x<y, bit će A(x)CA(y), ili 
oo ssomoagoao >. o pai as s , ea 


AN nn nd 
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preciznije o. 
: A(y) = A(x) + (olven, x<X (u) <y). (2.2) 
Drugi pribrojak s desne strane označit ćemo kraće sa A(X,y). Zaista, 
ako je weA(y), tada je X(u)<y, a to povlači da je ili X(u)<x ili 
x<X(u)<y, dakle ili je ueA(x) ili je weA(x,y), dakle svakako je 
weA(x) + A(x,y). Posve slično se vidi da ueA(x) + A(X,y) povlači 
weA(y), čime je jednakost (2.2) dokazana. Osim toga lako vidimo da 
su skupovi A(x) i A(x,y) disjunktni. Zaista, ako bi postojao wen 
tako da je weA(x) i WEeA(X,y), tada bi vrijedilo X(u)<x i X<X(w)<y, 
što je nemoguće, jer je X funkcija (jednoznačna). 

Po definiciji funkcije X, dogadjaji A(x) i A(y) pripadaju polju 
A, no još ne znamo da li to vrijedi i za skup A(x,y). Zato operaci- 
ja zbrajanja s desne strane u (2.2) nije operacija iz 4, nego iz 
algebre )'(Q). Medjutim, treba se sjetiti da je .4ć € iP(9) i da gu 
operacije u /4 naslijedjene iz Pa). Ovdje će nam biti dovoljna samo 
struktura Booleove algebre u PN). Dokazat ćemo da i skup A(x,y) 
takodjer pripada polju A. Ako se nacrta oAgovatajući Vennov dijagram 
odmah se vidi da je A(x,y) = A(x).A(y), no mi ćemo to dokazati alge- 
barski. Pomnožimo 1i jednadžbu (2.2) sa skupom A(x), i uzmemo u obzir 
da je A(x)A(x) = B = V, dobit ćemo A(x,y)A(x) = AqRJA(y). No pokaza- 
li smo da je A(x,y)A(x) = 8, pa ako Zzbrojimo lijeve i desne strane 
Posljednjih dviju jednadžbi, dobit ćemo A(X,y) = A(xJA(y). Budući da 
sl sa Svakim dogadjajem sađrži i njemu suprotni dogadjaj, te sa svaka 
dva dogadjaja sadrži i njihov produkt, vidimo da je A(x,y) takodjer 
dogadjaj iz .t. Tako smo dokazali neobično važan 

Teorem 2.1. Ako je X slučajna veličina definirana na prostoru ele- 


me i Kai 
ntarnih dogadjaja 2, xiy proizvoljni realni brojevi, x<y, tada 

Skup . 

A(xX,y) = foluen, X<X (u) <y) (2.3) 

Pripada polju .4, 


z : E : i 
a većinu primjena interesantnije su neke specijalnije definicije 
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slučajnih veličina. 

Definicija 2.2. Slučajnu veličinu X nazivamo diskretnom, ako je 
područje njezinih vrijednosti prebrojivi skup realnih brojeva, ili 
drugim riječima X(9) =ix, ro Xa Karo. Ko XjeR, i=1,2,3,..., gdje 
skup na desnoj strani može imati i konačan broj elemenata.» 

| Ova definicija još uvijek je previše općenita. Mi ćemo se baviti 
onim diskretnim slučajnim veličinama, čije vrijednosti su uredjene: 
ELE JELE Ako je X|< X < X(4j» imat ćemo 
A(Xk4q) = A(x) + fo|vea, x<X (u) <xk,1) > (2.4) 
no drugi sumand je prazni skup, pa dobivamo 
= 2.5 
Ako je k>1l možemo pisati 
A(2441) = A(x,) + fo|wen, XS (u) <xk41) m 
Drugi pribrojak je skup (dogadjaj) iz +, na osnovi Teorema 2.1, pa 
ga možemo i ovako zapisati 
B(x,) = (oluen, X(uv)=x,], (2.6) 
pa je prema tome 
A(X4,1) = A(x,) + B(x,) A 
Nastavljajući ovako dalje i uzimajući u obzir da je A(x,) = B(x,), 
doći ćemo do izraza 


= M70) 
A( ) = B(x,) + B(x.) + 4.44 + B(x,) š ( 


x 

k+1 
gdje su dogadjaji (skupovi) B(x,), Pgmi ižj, disjunktni. Intuitivni 
smisao ove jednadžbe posve je jasan: dogadjaj X(u)<x(_, ekvivalentan 


je dogadjaju da je X(o)=x, ili X(u)=x, EIA ade Bli X(u)=x,. Korisno 
je slično interpretirati i druge srodne formule. 

Uvođeći pojam slučajne veličine, mi smo iz prostora vjerojatnosti 
(2, A, P) upotrebljavali samo objekte ni A, ali funkciju P još 
nismo uzeli u obzir. Neka je x proizvoljni realni broj. Za dogadjaj 


B(x) = (olova, X(v)=x) (2.8) 


lako vidimo da vrijedi 
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(7 za x#xk o, k=1,2,3,... 
B(x) = 4 
(B(x,) za X=x(, k=1,2,53pa:.« S 
Ovaj dogadjaj B(x) dakle pripada polju dogadjaja A, i za svaki takav 
dogadjaj definirana je vrijednost funkcije P. 
Definicija 2.3. Realna funkcija 
p(xX) = P(B(x)) (2.9) 
definirana za svaki realni broj X, naziva se funketjom vjerojatnosti 
za diskretnu slučajnu veličinu X. bI 
Umjesto oznake (2.9) češće se piše 
P(X) = P(X = x) (2.10) 
i čita: p(x) je vjerojatnost (slučajnog dogadjaja) da slučajna veli- 
čina X poprimi vrijednost x. Budući da je za xžx| ova vjerojatnost 
jednaka nuli, jedino su od interesa vrijednosti ove funkcije na mje- 
stima ž=xX,, k=1l,2,3,..., pa se stoga obično piše 
Pia) =P= P(X=x|). (2441), 
Ove vrijednosti funkcije vjerojatnosti najčešće se zadašu u obliku 


tabele ili matrice 


(2.12) 
\Pr_ P2 Pz 


koja se u manje preciznim prikazima teorije vjerojatnosti uzima za 
definiciju diskretne slučajne veličine X. Matrica nam doduše daje sve 
POtrebne podatke o diskretnoj slučajnoj veličini X, no ovakva defini- 
Cija ne može se primijeniti na kontinuirane slučajne veličine, pa se 
tako stječe dojam da se tu rađi o posve različitim pojmovima! 

Dogadjaje B(x,) prema (2.6) pisat ćemo u buduće (X=x). Jasno je da 
svi dogadjaji (x=x,), k=1,2,3,..., čine potpunu klasu u parovima disjun- 
=1. 


ktnih dogadjaja, i prema tome mora biti Pi +P2 +P3 + 


Svaki dogadjaj A(x), gdje je XK< X < X/,j, možemo na osnovi (2.5) 


i (2.7) prikazati pomoću dogadjaja B(x,): 


A(x) = B(x,) + B(x,) a B(x,). (2.13) 
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Ovu jednadžbu možemo napisati i na slijedeći način: 
(X<x) = (X=x,) + (X=x,) + ... + (X=X,), 
gdje smo sa (X<x) kraće zapisali dogadjaj A(x). Za diskretnu slučajnu 
veličinu X možemo dakle uvesti još jednu realnu funkciju 
F(x) = P(A(x)) (2.14) 
koja je definirana za svaki realni broj x 
Definicija 2.4. Realna funkcija F(x)=P(A(X)), definirana za svaki 
realni broj x, naziva se funkeijom razdiobe slučajne veličine X.N 
Funkciju razdiobe F(x) možemo prikazati s pomoću funkcije vjeroja- 
(249) 4 


tnosti na osnovi formula (2.13), (2.11). Tako dobivamo 


Fix) =) pax), (2.15) 
X,<X 


gdje se sumiranje vrši preko svih vrijednosti ST koje su manje od x. 


.Ako je napose LE SE Sve tada će biti 


k 
Fix) = 2 PB, rai. 
i=1 


Za diskretnu slučajnu veličinu X funkcije p(x) i F(x) na skupu R 
svih A brojeva su diskontinuirane, pa zato ponekad slučajnu 
veličinu X nazivaju diskontinuiranom. Bolje je tu veličinu nazvati 
diskretnom, zato što je skup njezinih vrijednosti diskretan. 
Primjer 2.2. U Primjeru 2.1 slučajna veličina X je diskretna, a 
skup njezinih vrijednosti je (1; 2; 3; 4; 5; 6]. Nadalje je B(1) =(C7 
B(2)=(N!, B(3)=(Ž1, B(4)=(2), B(5)=(P], B(6)=(Lj] i prema tome 
P(X=l) = P(C) = 1/6, P(X=2) = P(N) = 1/6, itd. Dogadjaji C i (X=1) 
su ekvivalentni, pa zato imaju jednake vjerojatnosti. Umjesto da stra- 
nu kocke obojimo crveno, mogli smo je odmah označiti brojem 1 i tada 
bi ispadanje broja 1 značilo i da je slučajna veličina X poprimila 
vrijednost 1. Mi bismo tada promatrali samo slučajni dogadjaj (X=1) 


i rekli bi da je u ovom slučaju P(X=1) = 1/6. Uopće je P(X=i) = 1/6 


za i=1,2,3,4,5, 6. Zato je pripadna funkcija vjerojatnosti 


=81l= 


1/6 za x=1,2,3,4, 5, 6 
p(x) = 


Lo0 za sve ostale realne brojeve. 


pix) F(x) 





jA dd nj 





sebeeeeacj 


V6 





O # 284 5.656 x 25.2 


Slika 2.2 
Grafički prikaz ove funkcije vidimo na Slici 2.1. 


5 6 


Slika 2.1 


Promatranu slučaj- 


nu veličinu X možemo prikazati i pomoću matrice 


/ 1 2 3 4 5 6 ) 
X = 
\ 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6, 


Pripadna funkcija razdiobe dobiva se na osnovi (2.15) i (2.16): 


F(x) = 0 za x<1 za 4<xx5 


F(x) = 4/6 
1/6 za 1<xxa2 5/6 za 5<x£6 
2/6 za 2<xs23 1 za 6<x 


3/6 za 3<xš4 


Grafički prikaz funkcije F(x) vidimo na Slici 2.2. A 


Primjer 2.3. Ponovo ćemo razmotriti problem riješen u Primjeru 


1.17. Za prostor elementarnih dogadjaja N=(E, 311<4,3<6) konstruiramo 
, 


Pripadni partitivni skup d= Pa), to je polje dogadjaja za ovaj pro- 


blem, a sadrži 256 različitih dogadjaja, i budući da je P(E, )=1/36 
LA 


za sve elementarne dogadjaje E, , imamo zadan prostor vjerojatnosti 
LA 


(a, e, P) za ovaj problem. Umjesto da tražimo vjerojatnosti slučaj- 
nih dogadja: = ž i šaj iči 
gadjaja Ak  i4j=kf1,j , možemo uvesti slučajnu veličinu X na 
Ovaj način 
KB, =i+ij, 1<i,j<6. 


Slučajna veličina X poprima vrijednosti i+j kad na crvenoj kocki ispa- 


dne broj ia na bijeloj broj j, ali to ne mora biti jedini ishod eks- 


== 


perimenta kad slučajna veličina X poprima vrijednost i+j. Da bismo 
“dobili funkciju vjerojatnosti za slučajnu veličinu X, moramo prvo 
odrediti dogadjaje B(x) = (Ej, j|X(E,,j)=i+j=x) za svaki realni x. 
Jasno je da u ovom primjeru slučajna veličina X može poprimati samo 
cjelobrojne vrijednosti iz skupa I = (2,3, ..., 1271, pa uz oznake 

iz Primjera 1.17 imamo: B(k) = Ak, keI. Za svaki xfI vrijedi B(x)=7, 


pa tako dobivamo traženu funkciju 


| P(A)=(6-(7-k|)/36 za x=keI 





p(x) 
| P(g)=0 za xfI. 
3 45 6 786 9101112 x O 232486 7 8310 M12 
Slika 2.4 
Slika 2.3 bra 





Grafički prikaz ove funkcije vidimo na Slici 2.3. Slučajnu veličinu 


X možemo prikazati i pomoću matrice 


2 34 bo 6 To 9 10 11 _ 12 

X = : 
bo A BB 4 8 6 5 4 85 2 1 
36 36 36 36 36 36 36 35 6 36 36 


Grafički prikaz pripadne funkcije razdiobe vidimo na Slici 2.4. 9 
Primjer 2.4. Za svaki slučajni dogadjaj možemo definirati jednu 
slučajnu veličinu nazvanu indikator. Neka je A slučajni dogadjaj, čija 

je vjerojatnost P(A)=p. Tada prostorom elementarnih dogadjaja možemo 
smatrati skup "=(A, A) a pripadna Booleova algebra A sadrži dogadjaje 
ŠA, Ai.Na polju + definirana je vjerojatnost tako da se stavi 

I m 
P(A)=p, P(A)=1-p=q. Idikato Vii elušašna veličina koja preslikava 
skup 2 u skup (0, 1) na ovaj način: I,(M=1, Ia (A)=0.Funkcija vjero- 


jatnosti indikatora Ia poprima samo dvije vrijednosti: 


S83= 


P(I,Z1) sp oi P(I,70) =q. 


Dogadjaji A i (Izl) ekvivalentni su; kao što su ekvivalentni doga- 


djaji A i (1,70), pa zato kažemo da indikator Ta poprima vrijednost 


1 (onda i samo onda) kad se dogadjaj A ostvario i vrijednost O (onda 


i samo onda) kad se dogadjaj A ostvario, tj. kad se dogadjaj A nije 


ostvario. Indikator možemo dakle Prikazati matricom 
7 0 iY 
Lo = J . » (2.17) 
A 
sm 


Primjer 2.5. Razotrimo stohastički eksperiment iz Primjera 1.25. 


Ishođi eksperimenta su elementarni dogadjaji En PiP2+++PoIG+ čiji 


prikaz označava da je u Prvih n-1 bacanja novčića ispalo pismo i u 
n-tom bacanju glava. Pritom E, označava samo dogadjaj G. Prostor ele- 


mentarnih dogadjaja f=(E_|n=1,2,3,««. 1 je ovdje beskonačan. Defini- 


ramo slučajnu veličinu X ovako: x(El)=n, n=1,2,3,... . Ona preslikava 


Prostor 2 u skup prirodnih brojeva N. Dogadjaj E, ekvivalentan je 


dogadjaju (X=n), pa ćemo dalje raditi samo sa ovim potonjim. Rješava- 


jući problem iz Primjera 1.25 našli smo da je P(X=n) = 1/2. n=1,2,3, 
*.. . Tako smo dobili funkciju vjerojatnosti za slučajnu veličinu X, 
koja poprima beskonašno mnogo vrijednosti. Mogli bismo je prikazati 
i pomoću matrice 


1 2 3 4 5 
x ( 


2 1/22 1/2? 1jaš o upe5 i. ) 
Slučajna veličina X poprima vrijednost n (onda i samo onda) kad glava 


ispadne tek u n-tom bacanju novčića. Vjerojatnost tog dogadjaja izno- 


Si 1/2". Ovdje je dakle 


P, = P(X=n) = 1/27, 


a budući da dogadjaji (X=n), n=1,2,3,..., čine potpunu klasu u parovi- 


ma disjunktnoh dogadjaja, mora biti E =iPn =1, što se ovdje lako pro- 


Vjerava. Ako se pitamo kolika je vjerojatnost da će glava prvi put 


ispasti nakon parnog broja bacanja, isto je kao da pitamo kolika je 


Vjerojatnost da će vrijednost slučajne veličine X biti parni broj. 
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Rađi se o vjerojatnosti dogadjaja B = (X=2) + (X=4) + (X=6) +... >, 
pa je P(B)= 1/22 + 1/24 + 1/26 +... = 1/3. U ovom primjeru diskretna 


slučajna veličina X poprimala je vrijednosti iz beskonačnog skupa 
(svih prirodnih brojeva), koji je medjutim prebrojiv. M 

Za diskretne slučajne veličine od veće je važnosti funkcija vje- 
rojatnosti, a manje se primjenjuje funkcija razdiobe. 

Definicija 2.5. Slučajnu veličinu X nazivamo kontinuiranom (ili 
neprekidnom), ako je područje njezinih vrijednosti interval realnih 
brojeva ili unija takvih intervala, a vjerojatnost da X poprimi bilo 
koju pojedinačnu vrijednost iz tog područja jednaka je 0. M 

Na temelju Definicije 2.1 mora i ovdje za svaki realni broj x do- 
gadjaj A(x) pripadati polju /A, pa je tako odredjena realna funkcija 
F(x) realne varijable x prema (2.14), koja se naziva funkcijom razdi- 
obe za slučajnu veličinu X. Drugim riječima i za kontinuirane slučaj- 
ne veličine vrijedi formulacija iz Definicije 2.4. 

U primjenama obično se proučavaju samo one kontinuirane slučajne 
veličine, čije funkcije razdiobe F(x) su neprekidne i po odsječcima 


derivabilne funkcije na R, takve da se mogu prikazati u obliku 


X 
F(x) = [f(t)dt. (2.18) 


-o 


Funkcija f(x) je integrabilna na R, ali ne mora biti neprekidna. 
Definicija 2.6. Funkcija f(x) prema (2.18) naziva se gustoćom 
razdiobe vjerojatnosti kontinuirane slučajne veličine X. N 
Na mjestima neprekinutosti funkcije f(x) vrijedi prema (2.18) 


tisj = del) (2.19) 


Podrobnije ćemo razmotriti značenje i svojstva funkcija F(x) i 
£(x). F(x) je vjerojatnost da slučajna veličina X poprimi vrijednost 
manj š 

pan F(x) = P(X<x). (2.20) 
Ovo vrijedi za diskretne, kontinuirane i sve ostale vrste slučajnih 


veličina. Zato sva svojstva funkcije F(x) koja se izvode iz defini- 
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cije (2.20) vrijeđe za sve te slučajne veličine, a ne samo za konti- 


nuirane. 
Ako je Xi< X2, na osnovi (2.2) možemo pisati 


(X<x,) = (X<x]) + (x, < X < x), 


gdje svi dogadjaji, prema Teoremu 2.1, pripadaju polju A, ana de j 
, snoj 


strani radi se o zbroju disjunktnih dogadjaja. Prema tome imamo 


P(X<x.) = P(X<x,) + P(xj< X < x2), 


odakle je 
P(XxX]< X < x) = F(x2) - F(x]). (2.21) 
Budući da je vjerojatnost nenegativna funkcija, iz relacije (2.21) 


proizlazi da je funkcija F(x) nepadajuća kad x raste! Neka je x X 
1? 


Kar... proizvoljni monotoni niz realnih brojeva takav da x_+-e kad 
n 


2" 
n+e, Neka je u skladu s oznakom (2.1) A(x,) = (X<x,). Za ove dogadja- 
je očito vrijede relacije A (x+) € A(x), N=1,2,3,..., TŠ A(x_)=v 
pa možemo primijeniti aksiom neprekidnosti A3 iz Raina. 
P(A(x.)) = ao > 0 kadn +e. Tako smo dokazali da F(x) + 0 kad 
X + —» na proizvoljni način. (Obrazloži to podrobnije!) 


Nek j izv J V >+o 
a je sad Yi: Yo, Y3r..- proiz oljni monotoni niz takav da y 
kad n+o Ako j = = v 
. je A( Yr ) X<y j Y Y 
( < ) LU tada e A( ) (X>) ) . Sad se lako idi 
aksioma A = m. = = 
A dobivamo P(A 1 P(A 1 F + 0 kad n>+eo 
2 ( (y,) ) ( (y,) ) (y,) : 


da vrijedi: A A “6 
jedi AY) E A(y,)» N=1,2,;3x2<«> 1 12 (Yn) = V, te pomoću 


Tako i 
smo dokazali da F(x) + 1 kad x++e na proizvoljni način. 


Neka j i jni i 
a je X, Proizvoljni realni broj, a niz realnih brojeva z Z 


1 S 1 "2! 
Bin sao k žao ali tako da je uvijek Za ža“ Uz oznake 
ke . avimo A(Zu, x.) = (z< X < x). Slično kao gore, i ovdje 
M nan x) &A(z,, kote mel, Šiaaa, f Nara tE,« x) = V. Primje- 
4 aksioma A2 i relacije (2.21) dobivamo P(A(Z,,%,))=F(x_)-F(z )+0 
ađ nose, Prema tome, ako je x proizvoljni realni broj, tada je : 

F(X -e) = F(x), (2.22) 


9dje < S ; i 
d e pretpostavlja da je uvijek e>o. Tu se dakle radi o lijevom 
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limesu funkcije F(x) u točki x, koji se obično označava s F(x-0). 
Relacija (2.22) označava da je funkcija razdiobe F(x) s lijeva nepre- 


kinuta u svakoj točki brojevnog pravca. Na taj način mi smo prona 


slijedeći 


Teorem 2.2. Ako je F(x) funkcija razdiobe vjerojatnosti neke slu- 


čajne veličine, tada ona ima slijedeća svojstva: 
I. F(x) je nepadajuća funkcija, tj. iz *Xi< 2 proizlazi F(X,)<F(x.)3 


II. lim F(X) = 0 lim F(x) = 1; 
X>-e ! x+t+o 


III. F(x-0) = F(x), tj. F(x) je neprekidna s lijeva.N 

Može se dokazati da je svaka funkcija, koja ima gornja tri svojs- 
tva, funkcija razdiobe vjerojatnosti neke slučajne veličine. 
Pomoću relacije (2.21) i aksioma A2 može se dokazati da je 

P(X=x) = F(x4#0) - F(x) (2.23) 
za svaki realni broj x. Ovdje F(x+0) označava desni limes funkcije F 
u točki x. 

Ako je X napose kontinuirana slučajna veličina s funkcijom razdi-. 
obe F(x), iz Definicije 2.5 i jednadžbe (2.23) proizlazi da je F(x+0)= 
=F(x) za svaki xeR, pa kad se to poveže s (2.22) proizlazi da je funk- 
Sita sazdieka vjerojatnosti kontinuirane slučajne veličine neprekinuta 
u svakoj točki brojevnog pravca. To je važno svojstvo ovako definirane 
kontinuirane slučajne veličine, po čemu se ona bitno razlikuje od dis- 
kretne slučajne veličine. 

Funkcija saRdtaNo vjerojatnosti nalazi mnogo veću primjenu kod 
proučavanja kontinuiranih slučajnih veličina nego li kod proučavanja 
diskretnih slučajnih veličina. Ako treba izračunati vjerojatnost da 
neka slučajna veličina poprimi vrijednost iz poluzatvorenog intervala 
ET x2), a poznata nam je pripadna funkcija razdiobe vjerojatnosti, 
možemo tu vjerojatnost izračunati s pomoću relacije (2.21). Važnost 


funkcije razdiobe u primjenama upravo potječe od ove relacije! 


Napomena. Ovdje prihvaćena definicija funkcije razdiobe F(x)=P(X<x) nije jedina 


ki i OJ? 


moguća. Takvu definiciju češće prihvataju autori na istoku, kao na primj [8 
En lol, Lu), [12], 1131, zatim neki poznati zapadni autori: Tul KRI Ul l81, 
l s 28 pi kasa Snteri: 1181, [19], [20]. No funkciju razdiobe siošže i 
ovako definirati: F,(x)=P(X<x). Takvu definiciju prihvataju većinom za "arije s 
s KAR A EME [22], 123], neki istočni autori: [241], [25], kao i neki 
omaći autori: [26], 130]. Ova razlika u definicijama nema značaja za konti Aa 
slučajne veličine, jer je ze njih P(X<x) = P(X<x), budući da je diode, sakoi 
diskretnih i mješovitih slučajnih veličina (STkojima će još Kod =x S. No kod 
razlike u definicijama treba imati na umu. Ako se prihvati druga Hod , mogućnost 
ja razdiobe bit će neprekinuta s desna: F(x+0)=F(x) za svaki _ den funci - 
jedit će P(X=x)=F(x)-F(x-0); umjesto formule (2.21) vrijedit ie jesto (2.23) vri- 
=F,(x2)-F,(x,) ormula P(x,<X<x2)= 


Istraživši jee M dd 
raživši tako važnija svojstva funkcije razdiobe vjerojatnosti 

r 

vratit čemo se na kontinuirane slučajne veličine i razmotriti kako se 


ta svojstva odražavaju na pripadnu gustoću razdiobe vjerojatnosti 


Primjenom formule (2.18) iz (2.21) proizlazi 
P( X , 
Xia X < x) = [ f(x)a 
1 2 šE gs 
ž, (2.24) 


p : ' duš 
retpostavimo da je funkcija F(x) derivabilna u točki X, stavimo u 


2. 8 - i ira : 
(2.21) X—i7x, X,-X+4x i podijelimo jednadžbu sa Ax: 


F(x+Ax)-F (x) 1 : 
zar mu P(x<X<x+x). 


Pustimo li da Ax+0 i uzmemo u obzir (2.19), dobivamo 


f(x) = limbp 
kore na (x<X<x+Ax). (2425) 


Ova relacij jašnj Šš 
acija objašnjava zašto se funkcija f(x) naziva gustoćom razdi- 


obe vjeroj j i i 
Jerojatnosti. U manje preciznim prikazima teorije vjerojatnosti 


relacija (2 i ini 
ja (2.25) uzima se za definiciju gustoće razdiobe vjerojatnosti 


kontinui j iči 
rane slučajne veličine X. Dosljedno tome uvodi se diferencijal 


vjeroj = : 
Jatnosti dP=f(x)dxt P(X<X<x+dx), koji je dakako vrlo koristan u 


Primjenam a . A . . . 
I J a, pri čemu je dx infinitezimalna veličina. Vidjeli smo da 


je F(x ij 
) nepadajuća funkcija kad x raste. To znači da je u intervalima 


derivabi ž sed 
ilnosti funkcije F(x) njezina derivacija f(x) nenegativna fun- 


kcija. : R . 
J To se dakako vidi i iz relacije (2.25). Na svim mjestima gdje 


je gustoć ini 
ća f(x) definirana, ona je dakle nenegativna funkcija! Iz či- 


Njenice 4 i 
a F(x)>Il kad x++e i (2.18) proizlazi jedno važno svojstvo 


9ust i j j 
Oće razdiobe vjerojatnosti slučajne veličine X: 


[f(x)dax =1. (2.26) 


Sad možemo izreći 

Teorem 2.3. Gustoća razdiobe vjerojatnosti kontinuirane slučajne 
veličine X je u čitavon području definicije nenegativna funkcija, za 
koju u čitavom tom području vrijedi (2.25). Nađalje za tu funkciju na 
čitavom brojevnom pravcu vrijede relacije (2.24) i (2.26). M 

Sva nabrojana svojstva funkcija f(x) i F(x) za kontinuirane slučaj- 


ne veličine prikazat ćemo i grafički. 





Slika 2.5 Slika 2.6 


Na Slici 2.5 grafički je prikazana gustoća razdiobe vjerojatnosti neke 


kontinuirane slučajne veličine X. Nijedna točka krivulje ne leži ispod 
osi x, a ukupna površina izmedju krivulje i osi x jednaka je jedinici 
površine. Vjerojatnost dogadjaja (x1< X < x2) jednaka je površini šra- 
firanog lika. Na Slici 2.6 krivulja grafički prikazuje pripadnu funk- 
Ciju razdiobe, koja je nepadajuća. Krivulja ima dvije asimptote: y=0 

i y=l. Vjerojatnost dogadjaja (X1< X < x.) jednaka je razlici ordinata 
F(x2) i F(x,), koja je na slici označena vitičastom zagradom. Funkciju 
razdiobe nazivaju još kumulativnom funkcijom razdiobe, integralnom 
funkcijom razdiobe ili naprosto distribuanton. 

Valja dobro uočiti da se funkcija razdiobe vjerojatnosti jednako 
definira izrazom (2.14) za sve vrste slučajnih veličina. Za diskretne 
slučajne veličine ta je funkcija takodjer nepadajuća i njezin graf ima 
za asimptote pravce y=0 i y=1. Jedina je razlika u odnosu na kontinu- 
iranu slučajnu veličinu ta, što je kod diskretne slučajne veličine fun“ 


kcija F(x) stepenasta, a kod kontinuirane neprekinuta. 


"apr : 


Primjer 2.6. Slučajna točka pada na dužinu AB duljine I (vidi 
Sliku 2.7). Vjerojatnost da točka padne u 


odredjeni interval proporcionalna je du- 


ljini intervala i ne Zavisi od smještaja a sema nnm 
intervala na dužini AB. Prostor elementar- s : B 
nih dogadjaja u ovom primjeru je skup Q 

svih točaka dužine AB. Slučajnu veličinu Slika 2.7 


X na n definiramo kao funkciju koja svakoj točki T dužine AB pridru- 
žuje njezinu udaljenost od točke A. Dakle: X(T)=x. Vrijednosti ove 
funkcije ispunjavaju čitav segment realnih brojeva [0, 2). Pripadna 
funkcija razdiobe vjerojatnosti bit će F(x)=P(X<x)=kx, budući da je 
na osnovi spomenutih uvjeta vjerojatnost dospijevanja slučajne točke 
na dužinu AT proporcionalna duljini x te dužine. Faktor proporcional- 
nosti k odredit ćemo iz uvjeta F(f)=P(X<i)=kf=1, budući da je P(X<I)= 
=1 mađa dogadjaj (X<Ž) nije siguran, kao što dogadjaj (X=l) nije nemo- 


guć ali ima vjerojatnost 0. Prema tome je F(x)=x/f za 0<x<2. Nadalje 





Slika 2.8 Slika 2.9 


Je F(x)=0 za x<0 i F(x)=1l za x>#. Graf ove funkcije vidimo na Slici 


2.8. Pripadna gustoća razdiobe vjerojatnosti glasi 
1/2 za O<x<? 
f(x) = 
0 za ostale x. 
Ova funkcija zapravo nije definirana za x=0 i x=2, ali je mi možemo 
u tim točkama proizvoljno definirati. Njezin graf prikazan je na Slici 
2.9, Vidimo da se radi o kontinuiranoj slučajnoj veličini čije vrijed- 


NOsti ispunjavaju čitav interval [0, f]. Kažemo da ovako definirana 


Slučajna veličina ima jednoliku razdiobu u intervalu [0, 21. A 


Razumljivo je da ćemo u primjenama najčešće izbjegavati uvodjenje 
slučajne veličine X kao funkcije na prostoru elementarnih dogadjaja. 
Obično su dogadjaji (X<x) za kontinuiranu, odnosno (X=x,) za diskret- 
nu slučajnu veličinu, intuitivno dovoljno jasni, a njihove vjerojatno- 
sti se većinom mogu računati ili primjenom geometrijske definicije 
vjerojatnosti (za kontinuirane slučajne veličine) ili primjenom klasi- 
čne definicije vjerojatnosti (za diskretne slučajne veličine). Naravno 
da do zakona razdiobe slučajne veličine možemo katkad doći i drugim 
putevima, npr. primjenjujući fizikalne zakone. Mi ćemo u buduće sva 
razmatranja oko nalaženja zakona razdiobe slučajnih veličina nastojati 
pojednostavniti koliko bude najviše moguće, svjesno odstupajući od 
posve preciznog matematičkog zasnivanja. 

Primjer 2.7. Slučajna točka pada na krug radijusa r. Vjerojatnost 
da padne u jedno područje kruga proporcionalna je površini tog podru- 
čja i ne zavisi od položaja područja u krugu. Vrijednosti x slučajne 
veličine X definirane su kao udaljenosti slučajne točke od središta 
kruga.(v. Sliku 2.10) Treba naći funkciju i 
gustoću razdiobe slučajne veličine X. Doga- 
djaj (X<x) možemo prikazati kao krug (bez 
oboda) radijusa x, koncentričan sa zadanim 
krugom. Ovdje je primjenjiva geometrijska 


definicija vjerojatnosti, pomoću koje dobi- Slika 2.10 


2 
vamo F(x)=P(X<x)= Iza = #2/r* za 0<x<r. Iz geometrijskih razloga je 
F(x)=0 za x<0, a na temelju same definicije funkcije razdiobe mora 
biti F(x)=l za x>r. Pripadna gustoća razdiobe glasi: £(x)=F“(x)=2x/r2 


za 0<x<r, f(x)=0 za ostale x. Grafičke prikaze funkcije razdiobe i 





Slika 2.11 Slika 2.12 
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gustoće razdiobe vidimo na Slikama Žell £.2.12. 8 

Primjer 2.8. Slučajna točka pada u kuglu radijusa r. Vjerojatnost 
da ta točka padne u jedno područje kugle proporcionalna je volumenu 
tog područja i ne zavisi o položaju područja unutar kugle. Vrijednosti 
slučajne veličine X definirane su kao udaljenosti slučajne točke od 
središta kugle. Valja naći funkciju i gustoću razdiobe slučajne veli- 
čine X. I ovdje bismo mogli najprije odrediti funkciju razdiobe vjero- 
jatnosti, kao u prethodna dva primjera. Za razliku, ovdje ćemo prvo 
odrediti gustoću razdiobe, polazeći od izraza f(x) dx=P(x<X<x+dx), Vje- 
rojatnost da slučajna točka padne u kuglinu ljusku unutarnjeg radiju- 
sa x i vanjskog radijusa x+dx, koncentričnu zadanoj kugli, iznosi na 
temelju geometrijske definicije 


2 
f(x)dx = ZEA 


3, 


ZI 
Odavle je £(x)=3x2/r3 
j X)=3x /r' za 0<x<r, a za sve ostale x je f(x)=0. Pripadna 


funkcija razdiobe bit će 


X X 
F(x) = [f(t)dt = [3t2/r3dt za 0O<x<r 


o 
dakle 
(x3/r3 za Ozx<r 
F(x) = 0 za x<0 
1 za XoF: 


Dobivene funkcije grafički su prikazane na Slikama 2.13 i 2.14, 
f(x) 





O 


sgcljeeo_ < moN 
x 
Q 


X 


Slika 2.13 Slika 2.14 


Primjer 2.9. Slučajna točka pada na krug radijusa r. Vjerojatnost 
da + : PoE 
Očka padne u jedno područje kruga proporcionalna je površini tog 
Pog JO n n . s . 
Yučja i ne zavisi od položaja tog područja u krugu. Vrijednosti 


zito x. šav 
Učajne veličine X definirane su kao udaljenosti slučajne točke od 
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jednog fiksiranog saga. udaljenog od središta kruga za d. Traži se 
funkcija razdiobe i gustoća razdiobe slučajne veličine X. Na Slici 
2.15 krug smo smjestili u koordinatni sustav 
tako da se fiksirani pravac poklapa s osi y, 
a središte kruga leži na osi x. Vjerojatnost 
dogadjaja (X<x) nalazimo primjenom geometrij- 
ske definicije vjerojatnosti kao omjer povr- 
šine kružnog odsječka lijevo od apscise x i 


» Slika 2.15 
površine čitavog kruga. Nakon dužeg računa dobivamo 


P(x) = P(X<x) = Z(arccos Š5š - SVI=Td=x)/2)7 ) 
za d-r<x<d+r. No da bismo preciznije mogli nacrtati kvalitativni graf 
ove funkcije, korisno je prethodno naći i gustoću razdiobe. Nakon de- 
riviranja dobivamo 
£(x) = P'(x) = ŽVIZTdđ=)/r) 7 za d-rex<dtr. 


Izvan tog intervala gustoća je jednaka 0. Grafički prikaz gustoće vi- 


dimo na Slici 2.16. Lako je provjeriti da se u intervalu pd-r, d+r] 





d 





Slika 2.16 


: Slika 2.17 
radi o gornjoj polovini elipse, čija velika os duljine 2r leži u osi 


x. Sad je znatno lakše nacrtati graf funkcije razdiobe, koji vidimo 
na Slici 2.17. Vrlo je korisno crtati kvalitativni graf funkcije F(x) 
uz pomoć grafa gustoće razdiobe i formule (2.18), interpretirajući 
integral kao površinu i nalazeći položaj stacionarnih točaka i točaka 
infleksije funkcije F(x), a ne koristeći se analitičkim izrazom funk- 
cije F(x). Tako u ovom slučaju dobivamo graf prikazan na Slici 2.17. 


Primjer 2.10. Slučajna točka pada na kružnicu radijusa r. Vjero- 
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jatnost da točka padne na jedan kružni luk proporcionalna je duljini 
tog luka i ne zavisi od položaja luka na samoj kružnici. Vrijednosti 
slučajne veličine X definirane su kao udaljenosti slučajne točke od 
jednog fiksiranog pravca udaljenog od štadišta kružnice za d. Traži 
se funkcija razdiobe i gustoća razdiobe slučajne veličine X. Na Slici 
2.18 kružnicu smo smjestili u koordinatni sustav 
tako da se fiksirani pravac poklapa s osi y, a 
središte kružnice leži na osi x. Vjerojatnost 
dogadjaja (X<x) jednaka je omjeru duljine luka 


kružnice koji se nalazi lijevo od apscise x i 





opsega čitave kružnice. Nakon kraćeg računa Slika 2.18 
Ika “ 


izlazi F(x)=P(X<x)= 1 arccos = . Nalaženje analitičkog izraza za 


T 
gustoću razdiobe može i u ovom slučaju olakšati posao pri crtanju kva- 
litativnog grafa funkcije F(X). Deriviranjem 
odmah dobivamo 

£(x)=p'(x)= Že(r“- (d2)2) 71/2, 

Gustoću razdiobe grafički smo prikazali na 


Slici 2.19. Novost je kod ovog primjera to, 


da gustoća razdiobe nije omedjena funkcija. 





Ona neograničeno raste kad se točki d-r 
Približavamo s desna, a točki d+r s lijeva. 
Ipak je površina ispod te krivulje jednaka 
1. Graf pripadne funkcije razdiobe vidimo 
na Slici 2.20. Na temelju Slike 2.19 znamo 
da su desna derivacija u točki d-r kao i 


lijeva derivacija u točki d+r beskonačne. 





U točki x=d krivulja ima infleksiju. Stavi- d 
MO li u izraz za F(x) d=0, dobit ćemo F(x)= Slika 2.20 
7 S arecos(-x/r) = 1 - Ž arccos Ž . Ovdje se naime rađi o glavnoj vri- 


Jednosti funkcije arkus kosinus. Ovaj rezultat dobit ćemo u idućem pa- 


Srafu drugačijim postupkom. M 


Primjer 2.11. Slučajna točka pada na dužinu AB, paralelnu s prav- 
cem p i udaljenu od njega za C, vidi Sliku 2.21. Vjerojatnost da točka 


padne u jedan interval na dužini Proporcio- 








nalna je duljini intervala i ne zavisi od A“ i B 
položaja intervala na dužini. Vrijednosti c x 
slučajne veličine X definirane su kao uđda- Pp 
ljenosti slučajne točke od pravca P. Treba Slika 2.21 


naći funkciju razdiobe i gustoću razdiobe slučajne veličine X. Prili- 
čno je jasno da je dogadjaj (X<x) nemoguć za X<c, a siguran za x>c. 
Prema tome je F(x) = P(X<x) = H(x-c), gdje je 

(0 za x<0 : 

H(x) = < (2.27) 

\1 za x>0 
poznata Heavisideova funkcija. U ovom primjeru se zapravo radi o 
diskretnoj slučajnoj veličini X, a vjerojatnost dospijevanja slučajne 
točke u neki interval na dužini AB nema nikakvog utjecaja na razdiobu 
vjerojatnosti slučajne veličine X, koja može poprimati samo jednu 
vrijednost, tj. c, ito s vjerojatnošću 1. F(x) 
Ova slučajna veličina naziva se konstantom. 


Njezina funkcija razdiobe prikazana je na 


Slici 2.22. Primijetimo da je ta funkcija 





1 
' 
1 
' 
! 
i 

Cc 


neprekidna s lijeva. Objasnit ćemo razlog 
zašto smo ovaj primjer uvrstili u diskusi- Slika 2.22 

ju o kontinuiranim slučajnim veličinama. Zaista, rijetko kad se u jed- 
nostavnijim prikazima teorije vjerojatnosti nešto više govori o ovoj 
slučajnoj veličini, za nju tek u preciznijim prikazima napominju da je 
diskretna. Valja znati da se primjenom tzv. Stieltjesova integrala 
funkcije ratdioba proizvoljnih slučajnih veličina obradjuju na jedin- 
Stveni način, pri čemu nestaju razlike izmedju diskretnih i kontinu- 
iranih slučajnih veličina. Mi se ovdje ne možemo koristiti tim apara- 


tom, no posve isti rezultat postižemo primjenom delta-funkcije (točni- 


je, distribucije, isp. (271). U ovom primjeru bit će gustoća razdiobe 





__ =a 


vjerojatnosti slučajne veličine X izražena s pomoću delta-funkcije na 
slijedeći način: 
f(x) = H'(x-c) = 8(x-c). 

Ovdje se radi o distribucijskoj derivaciji Heavisideove funkcije. A 

U općem slučaju, za diskretnu slučajnu veličinu X odredjenu matri- 
com (2.12), pripadnu funkciju razdiobe (2.15) možemo primjenom Heavi- 
siđeove funkcije pisati u obliku 

F(x) = ž PiH(x=x,) , (2.28) 
gdje je H(x) definirano kao u (2.27), a sumacija se vrši preko svih 
mogućih indeksa bilo da ih ima konačno ili beskonačno mnogo. Za ilus- 
traciju upotrebljivosti ovakvog prikaza spomenimo da iz (2.28) primje- 
nom formule (2.23) odmah izlazi 
P(X=x,) = F(x,+0) - F(x,) =P- 

Gustoću razdiobe vjerojatnosti možemo sad uvesti i za diskretnu slu- , 


čajnu veličinu X derivirajući (distribucijski) funkciju F(x): 


f(x) = )p.6ix-x,). (2.29) 
: i i 
i=1 
Primjer 2.12. Na obod kvadrata stranice 2a pada slučajna točka. 
Vjerojatnost da točka padne na jedan odredjeni dio oboda proporcional- 
na je duljini tog dijela i ne zavisi o položaju tog dijela na obodu 


kvadrata. Vrijednosti slučajne veličine X definirane su kao udaljeno- 


Sti slučajne točke od pravca paralelnog s jednom stranicom kvadrata i 


udaljenog od središta kvadrata za &, vidi Sliku 2.23. Naći funkciju 
Ž : 


razdiobe i gustoću razdiobe za slučajnu veli- 
činu X. Na Slici 2.23 zadani pravac poklapa 
se s osi y, a središte kvadrata nalazi se na 
osi x. Izračunajmo vjerojatnosti dogadjaja 
(X<x) za razne vrijednosti x. Prije svega za 
Xx<4-a taj dogadjaj je nemoguć, pa je F(x)=0. 
Slika 2.23 1 


Zatim za 2-a<x<2+a imamo F(x)= ri + dz (*-4+a). 
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Konačno za k+a<x promatrani dogadjaj je 
siguran, pa mora biti F(x)=1. Dobivena 
funkcija razdiobe grafički je prikazana 
na Slici 2.24. Vidimo da ta funkcija nije 
ni stepenasta niti neprekinuta. Slučajna 


veličina X nije ni diskretna niti konti- 





Slika 2.24 


nuirana. Kažemo da je ona mješovita. 
Njezinu funkciju razdiobe možemo uvijek prikazati kao zbroj jedne ste- 
penaste i jedne neprekinute funkcije. U našem primjeru taj prikaz iz- 
gledat će ovako: 


p(x) = F,(x) + žE(x-t+a) + ZH(x-t-a), 


gdje je 
( 0 za x<2-a 
F.(xX) = 4, (x-2+a)/4a_ za 2-a<x<it+ta 
1 ) 
(1/2 za a+a<x . 


Pripadna gustoća razdiobe bit će dakle 
£(x) = zluix-2+a) - glH(x-2-a) + Z6(x-0+a) + lgix-1-a) . 8 
4a 4a 4 4 : E 


Primjer 2.13. Mnogi početnici u teoriji vjerojatnosti žele vidjeti 
neki jednostavan i prirodan postupak koji dovodi do najvažnije razdi- 
obe u primijenjenoj teoriji vjerojatnosti, do tzv. normalne razdiobe. 
Iako potpuno razumijevanje te razdiobe i njezinog značaja zahtijeva 
dublje pronicanje u teoriju, pokušat ćemo na ovom mjestu dati kratki 
prikaz Maxweilova razmatranja o razdiobi brzina molekula idealnog pli- 
na. Mađa to razmatranje nije bez prigovora - kasnije su otkriveni dru- 
gi putevi - ono ima veliki povijesni značaj. 

Promatrajmo prostor odredjenog volumena, ispunjen idealnim plinom. 
Postavimo u taj prostor Kartezijev pravokutni koordinatni sustav 0xyz- 
Brzina pojedine čestice je vektor vov iv Ivke pri čemu komponente 
Ve! Vyt vz mogu poprimati sve moguće vrijednosti od -e do e, a apso- 


lutna vrijednost vektora AS može poprimati sve moguće vrijed- 


nosti od 0 do e (u klasičnoj mehanici!). 
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plin promatramo u jednom fiksiranom trenutku, pa će ćestice imati 
posve odredjene, no i posve različite brzine. X-komponente svih tih 
brzina možemo smatrati vrijednostima neke slučajne veličine o Slično 
vrijedi za y- i z-komponente, kao i za iznos brzine v. Budući da ćes- 
tica plina ima ogromni broj, moramo napustiti činjenicu da se tu radi. 
o diskretnim slučajnim veličinama, i aproksimirati ih kontinuiranim. 
zaista, mi ne istražujemo vjerojatnost da neka čestica ima upravo jed- 
nu odredjenu brzinu, već vjerojatnost da joj brzina pada e ledeni 
interval! Osim toga smatramo da se plin nalazi u stacionarnom stanju, 
tj. da se razdiobe brzina ne mijenjaju s vremenom. Vektore brzina svih 
čestica, promatranih u fiksiranom trenutku, translatirajmo tako da im 
počeci dodju u ishodište kordinatnog sustava. Tražimo vjerojatnost da 
vrijednost slučajne veličine La padne u interval (vz» votdv.) i vrije- 
dnost od V, padne u interval (vi vtdv i vrijednost od . padne u 
interval (vz: v.+dvz).Tu se radi o slučajnom dogadjaju složenom od tri 
slučajna dogadjaja, za koje je Maxwell pretrostavic da su nezavisni. 
Ova pretpostavka učinila se mnogima neprihvatljivom, no kasnija istra- 
živanja pokazala su da ona dobro opisuje stvarno stanje. Ako je £(v.) 
(nepoznata) gustoća razdiobe vjerojatnosti slučajne veličine Vo, vje- 
fojatnost prvog dogadjaja je f(v)dve, no budući da nema razloga da 

se gustoće razdioba za slučajne veličine ve i V, razlikuju od funkcije 
f, vjerojatnosti drugih dvaju dogadjaja su f(v)dv, odnosno £(v,)dv,. 


Primjenom Teorema 1.9 nalazimo vjerojatno- 
LA dv 





St da vrh vektora v padne u elementarni 
Paralelepiped prikazan na Slici 2.25. Ona 
iznosi Po dv fiv Av E (vo) Av . No raz- 
mišljajući na drugi način dolazimo do za- 
ključka da ta vjerojatnost može zavisiti 
samo od apsolutne vrijednosti brzine i od 


v 
Olumena elementarnog paralelepipeda, a 


vk 


ne moš ME "ise 
može zavisiti od pravca brzine, jer su Slika 2.25 
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svi pravci ravnopravni. Prema tome promatrana vjerojatnost je 

g(vž+vs+v2)dv,dv đu, Tako je Maxwell došao do funketonalne jednadžbe 
vtot) = it ini j 

u kojoj se nalaze dvije nepoznate funkcije. Pretpostavit ćemo da su 

te funkcije bar jedamput (neprekidno) đderivabilne, pa ćemo dobivenu 

jednadžbu derivirati najprije jedamput po u? zatim jedamput po vy i 

konačno jedamput po v.+ Na taj način dolazimo do tri jednadžbe, koje 


možemo ovako napisati 


+" 


E fu) _ £ (v.) 5 f (v2) 5 ' (92) ' 
2v.t(v_) 2vt(v,) 2v.f£(v,) q(v2) 


Budući da su ovdje varijable separirane, zaključujemo da pojedini iz- 
razi u ovim jednadžbama moraju biti jednaki konstanti. Fizikalni raz- 
lozi zahtijevaju da ta konstanta bude negativna. Stavimo dakle 
Lj 
f (v_) 
peto e 2 
2v_£(v_) lis 
X X 
Rješenje je ove diferencijalne jednadžbe 
-vi/e? 
£(v,) =K e 
x 
Ako f(v.) treba biti gustoća razdiobe, mora biti 
s. muž ue 
ve/a 


K fe 


-o 


dvo =1. 
X 


Da bismo izračunali ovaj nepravi integral, koji osim toga nije elemen- 
taran, prvo načinimo supstitucuju Vo/o=x. Jednadžba s pomoću koje ćemo 


izračunati K sad glasi 


ći oD 
K fe * ax = 1/a. 


-_o 


Uvedimo oznaku 


S os) 
I= [e * ax. 


Jasno je da je 


I= fe-Y*ay ž 


o 


jer se varijabla integracije može označiti bilo kojim slovom. Primje- 


nom jednog teorema o višestrukim integralima dalje možemo pisati 


Frijedjimo sad na polarni koordinatni sustav tako da stavimo X=rcos#e 
ši 


y=r sine, Adxdy=rdrde. Dobivamo 
je“ rdrdo = 2u[/r e "dr = u|-e =". 
o 


Prema tome je 
= X 2 ge 
rs Je dx =. (2.30) 


Tako smo dobili vrijednost konstante K=1/(u/q), a tražena gustoća raz- 
diobe (komponenata brzine) glasi: 
=a 
2 ak vx/" 
£(v,) = ra os e . (2431) 
U fizici se dalje pokazuje da je a2=2kT/m, gdje je m masa molekule 
plina, k Boltzmannova konstanta i T apsolutna kensaratura plina. Ako 
treba naći gustoću razdiobe apsolutnih vrijednosti brzina, morat ćemo 
Vjerojatnost 
db -v2/a2 
e dv_dv_dv 
a3 (m) 3 # y 5 
dospij j i 
Pijevanja vrha vektora brzine u elementarni paralelepiped integri- 
rati Kam ri . . mn . : 
PO Čitavoj kuglinoj ljusci unutarnjeg radijusa v i vanjskog radi- 


Jusa v+dv, čime dobivamo 


2 
hlv)dv = —EV. e7v?/a? 
avau 


Tako 3 ; 
nam je uspjelo na gotovo elementaran način doći do tražene gusto- 
će h(v), 





dv. 


tzv. Maxwellove razdiobe, koja je u Uvodu bila citirana kao 
jedan ij i ; 
Nod rijetkih primjera lakše razumljive primjene teorije vjerojat- 
Nosti u fizici i 
Ž . Gustoća razdiobe £(v2) dana izrazom (2.31) naziva se 
OPmalnom, a čaj i ž i 
ž za slučajnu veličinu LA kaže se da ima normalnu razdiobu. 


Tom ; : 
zakonu pokoravaju se još mnoge slučajne veličine u prirodi. M 


z-ivu= 


2,2, NAZIVI NEKIH VAŽNIJIH RAZDIOBA 


Do ovog mjesta nismo još uveli sve one pojmove teorije vjerojat- 
nosti, koji su neophodni za podrobnije proučavanje pojedinih važnijih 
razdioba diskretnih i kontinuiranih slučajnih veličina. Ali da ne bi- 
smo nove pojmove objašnjavali na beznačajnim primjerima, i da bi olak- 
šali vježbanje mnoštva nadolazećih pojmova, dat ćemo razdiobe nekih 
važnijih slučajnih veličina. 


A. Diskretne slučajne veličine 


1. Jednolika razdioba. Slučajna veličina X poprima vrijednosti 


Xi, Kor +++ 1 žak: Funkcija vjerojatnosti je 
“ = =i 
Pm 7 Plžexa) =a (2.32) 


m=li 2; Šxećaa Ma Ovdje Xu! m=1,2,...,n, mogu biti bilo koji medju- 
sobno različiti realni brojevi, no često se uzima ža d=l,2 «moda 
2. Geometrijska razdioba. Vrijednosti slučajne veličine X su pri- 
rodni brojevi 1, 2, 3,...,.a funkcija vjerojatnosti glasi 
Po = Plx=m) = pai, (2.33) 
gdje je q=l-p, m=1,2,3,... . Realni broj p je iz intervala (0, i pa 
lako se provjerava da je Ereibeie: 


3. Poissonova razdioba. Slučajna veličina X poprima nenegativne 


cjelobrojne vrijednosti 0, 1,2, 3,..., S vjerojatnostima 


m 5 . 
Boja (2.34) 


M, * P(X=m) = X 


Ovdje je a pozitivni realni broj. Ovakva veličina, čijim zađavanjem 
razdioba postaje potpuno odredjena, naziva se parametrom razdiobe. 


Poissonova razdioba ima dakle jedan parametar. Bez obzira na vrijedno- 


m=oPnži+ U statistici je uobičajena praksa 


da se vrijednosti slučajne veličine X označavaju sa x, pa se onda piše 


st parametra a, uvijek je £ 


p(x)=a*e"%/x!, iako ovdje x ne može imati značenje proizvoljnog real- 
nog broja. Pregledniji je način pisanja (2.34), jer je uobičajeno u 


matematici cijele brojeve označavati slovima iz sredine abecede. 
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4. Binomna razdioba. Slučajna veličina X poprima cjelobrojne vri- 

jednosti 0,1, 2,..., n, s vjerojatnostima 
. = _ (ni) .m_n-m 
Pm 7 Plž=m) = (pa, (2.35) 
gdje je q=1-p, m=0,1,2,...,n. Ovu razdiobu odredjuju dva parametra: 
n ip, pri čemu je n prirodni broj, a realni broj p iz intervala [0,1] 
, bide 

ekad je prikladno vj j iti 
Pon je p O vjerojatnost Pm označiti s Po(m. Upotrebljavaju 
se i potpunije oznake: Pm7b (m; n; P). Slično kao kod Poissonove raz- 
diobe, i kod binomne razdiobe vrijednosti slučajne veličine X označa- 
vaju se_ sa x, pa tada umjesto (2.35) neki autori pišu 

: _ (MX _n-x 
p(x) (JP q A 
U daljnjem izlaganju bit će usvojene oznake kao u (2.35). Lako je 
2 ; : n 

provjeriti da je kiso Pm=l- Za binomnu razdiobu s funkcijom vjerojat- 
nosti (2.35) upotrebljavat ćemo oznaku Bin;P)=s 

5. Hipergeometrijska razdioba. Neka su N, Min cijeli brojevi 

' 

O<M<N, O<n<N, k=min(in,M). Slučajna veličina X poprima cjelobrojne 


Vrijednosti 0, 1, 2,..., k s vjerojatnošću 


_ (0) rz 
N 


(7 


P,, = P(X=m) 


m (2436) 


gdje je m=0, 1, 2, ssa 


5, Negativna binomna (Pasealova) razđioba. Slučajna veličina X 
POPrima nenegative cjelobrojne vrijednosti k=0, 1 


jatnošću 


12, «4.., S vjero- 


Px = P(X=k) = (mt) io 


m=-1 , 


gdje je q=1-p. 


B 4 . ri psa ri 
Kontinuirane slučajne veličine 


S , . se 6 
ednolika razdioba. Slučajna veličina X ima jednoliku razdiobu u 


inte 
Tvalu (b, c), ako je njezina gustoća razdiobe 
id 
£(x) = E 9. Ms 


0 za ostale x . posu 


| 


mmm 


2. Opća normalna razđioba. Slučajna veličina X ima opću normalnu 

razdiobu, ako je njezina gustoća razdiobe 
- (x-a) 2 
£(x) = ze 0. (2.38) 

Vrijednosti x slučajne veličine X nalaze se u intervalu (-e, *), Gus- 
toća f(x) odredjena je s dva parametra: centrom razdiobe a i standard- 
nom devijacijom a, pri čemu a može biti proizvoljni realni broj a g 
* pozitivni realni broj. Opću normalnu razdiobu s gustoćom (2.38) krat- 
ko označavamo N(a,s2). Jednom transformacijom slučajna veličina s op- 
ćom normalnom razdiobom može se izraziti pomoću slučajne veličine Pi 
standardnom normalnom dašitriom. 

3. Standardna normalna razdioba. Ako u prethodnoj razdiobi stavi- 
mo a=0 i o=1, dobivamo slučajnu redtiikau X sa standardnom normalnom 
razdiobom N(0, 1). Njezine vrijednosti takodjer ispunjavaju čitav 


brojevni pravac, a pripadna gustoća razdiobe je 


s ž 
1 x+/2 





$(x) = e ć (2.39) ' 


P2u 
Vrijednosti ove funkcije mogu se naći u Tabeli V. Funkciju razdiobe 


za standardnu normalnu razdiobu označavat ćemo s 


X 
bite) = kofa". (2.40) 
2m -o 


Osim funkcije razdiobe 6(x) kod standardne normalne razdiobe koriste 
se nešto modificirane funkcije, iz posebnih razloga koje ovdje ne 


ćemo objašnjavati. To su funkcije 





X _+2 ž*  _+2 
di) =-—fet2a, ix) =-_L feta (2.40a,b) 
ž v2n o V2n -x 


Veze s funkcijom e(x) vrlo su jednostavne:#_ (x)= 59% (x)=0(x)- L . 


Oznake #%, be io* nisu standardne! U upotrebi se nalaze tabele svih 
triju funkcija, pa treba voditi računa o razlikama medju njima. U 


Tabeli VI dane su vrijednosti funkcije &8*(x). 
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4. Razdioba Studenta. Slučajna veličina X ima razdiobu Stuđenta, 


ako joj je gustoća razdiobe 


5 2. -(m+1)/2 
£(x) = — EDA (+2) 








(2.41) 


gdje je parametar m prirodni broj (tzv. broj stupnjeva slobode), r 
gama funkcija, a x realni broj iz intervala (-e, o), 


Eulerova gama-funkeija definirana je pomoću nepravog integrala 


T(z).= ftZ“lečtat , (2.42) 
[0] 


gdje je z parametar od kojega zavisi integrand, pa dakle i integral. 
Ovim integralom T(z) definirano je samo za Re(z)>0. U tom području, 
primjenom parcijalne integracije, s pomoću (2.42) izvodi se tzv. fun- 
kcionalna jednadžba gama-funkcije: T(Z+1)=zT(z). Takodjer se lako vidi 
da je T(l)=1, pa s pomoću funkcionalne jednadžbe nalazimo za prirodni 
broj n: r(n+1)= nT(n) = n(n-1)T(n-l) =...= n!. Zato kažemo da je gama 
funkcija jedna ekstrapolacija faktorijela. madskje sa Hudugetemnog za- 
mjenom varijable integracije u integralu (2.42) za Z=1/2 dobiva inte- 
gral (2.30) i prema tome T(1/2)=Yr.Primjenom tog rezultata sad možemo 
računati vrijednosti gama-funkcije za "polucijeli" argument: ši priro- 


, he i 1 lu 1 pe 
čni broj n vrijedi T(n+ 3) = (n- z)T(n- 3) =...= (n- 2) (n- Žž)... 2/7 g 


= NES... (2n-1) 
See ko... (2n-1) 
= vn. 
2 
Ovu razdiobu uveo je engleski matematičar Gosset u jednom svom radu 


Potpisanom pseudonimom Student. Tako je nastalo ime razdiobe. Slučajnu 


v me j 
Eličinu X često označavaju s t, pa i samu razdiobu nazivaju t-razdi- 
Obom. 


9. Gama razdioba. Slučajna veličina X ima gama-razdiobu ako popri- 


m 2 šo 4 A 
a Vrijednosti iz intervala (0, *) a ima gustoću razdiobe 


s 


T(a) 


gdj 1: , R A 
Je su Parametri a i A pozitivni realni brojevi. Ova razdioba dobila 


a-1 _=)x 


f(x) = X e (2.43) 





siru 


je fit po gama-funkciji, koja se pojavljuje u izrazu za gustoću, 

6. Hi-kvađrat razdioba. Slučajna veličina s ovom razdiobom naj- 
češće se označava sa xZ. Ona poprima vrijednosti u iz intervala (0,e), 
a pripadna gustoća razdiobe je 

f(u) = TE gia je. (2.44) 
2 T(m/2) 
gdje je parametar m (broj stupnjeva slobode) prirodni broj. Ovu raz- 
diobu uveo je engleski statističar K. Pearson, pa se ponekad naziva 
i. razdiobom Pearsona. Ona je jedan posebni slučaj gama razdiobe, jer 
stavljajući u (2.43) 2=1/2, a=m/2, x=u, dobivamo (2.44). 

7. Eksponencijalna razdioba. Slučajna veličina X ima eksponenci- 
jalnu razdiobu, ako poprima vrijednosti x iz intervala (0,e), a ima 
gustoću razdiobe ' 

£(x) =»e"**, (2.45) 
gdje je parametar \ pozitivan realni broj. 

8. Razdioba Rayleigha. Ovu razdiobu ima slučajna veličina X čije 


vrijednosti su pozitivni realni brojevi, a pripadna gustoća razdiobe 


glasi 


f(x) =že -x?/ (202), (2.46) 
[0] 


Ovdje je parametar o pozitivni realni broj. 
9. Maxwellova razdioba. Ovu razdiobu ima slučajna veličina X čije 


vrijednosti su pozitivni realni brojevi, a gustoća razdiobe glasi 


2 -x2 2 
o) = ——zpeje*/će, (2.47) 
vu (202) 
gdje je s pozitivni realni parametar. 
10. Cauchyjeva razdioba. Ovu razdiobu ima slučajna veličina X čije 
vrijednosti ispunjavaju čitav brojevni pravac, a pripadna gustoća raz“ 


diobe je 


: ' (2.48) 


ape ma 
h*i(x=a] * 


als 


Ovdje je parametar h proizvoljni pozitivni realni broj, dok je para- 


metar a proizvoljni realni broj. 


x. 


2,3, VIŠEDIMENZIONALNE SLUČAJNE VELIČINE 


S jednim slogom uvjeta g može biti povezano više slučajnih veli- 
čina tako da pri svakoj realizaciji tog sloga uvjeta, tj. pri svakom 
izvodjenju pripadnog stohastičkog eksperimenta, svaka od tih slučajnih 
veličina poprima odredjene vrijednosti. Razmotrimo jednostavan primjer. 
Jedan automat proizvodi istovrsne valjkaste osovine. Iako bi u ideal- 
nom slučaju sve osovine trebale biti jednakog promjera, u stvarnosti 
će promjeri manje ili više odstupati od neke srednje vrijednosti. Isto 
to vrijedi i za duljine osovina. Promjeri i duljine osovina vrijed- 
nosti su dviju slučajnih veličina D i L koje nazivamo dvodimensiona1- 
Em slučajnom veličinom ili slučajnim vektorom i bilježimo (D, L). 

Pri slučajnom odabiranju odredjene osovine i mjerenju njezinog pro- 
mjera d i duljine I (tj. pri izvodjenju stohastičkog eksperimenta), 
slučajni vektor poprima odredjenu vektorsku vrijednost (4, 1). ovdje . 
se ne radi samo o uredjenom paru pojedinačnih slučajnih veličina, jer 
te slučajne veličine mogu biti zavisne. Tada iz razdioba vjerojatnosti 
gi pojedine slučajne veličine ne možemo dobiti razdiobu vjerojatnosti 
slučajnog vektora. Zato se slučajni vektori nazivaju i slučajnim veli- 
činama s povezanim razdiobama ili slučajnim veličinama s višedimenzi- 
onalnim razdiobama. Razmotrimo još jedan odredjeniji 

Primjer 2.14. Krug jediničnog polumjera smješten je u Kartezijev 
Pravokutni koordinatni sustav Oxy tako da mu središte leži u ishodiš- 
tu. Slučajna toška pada na krug, a vjerojatnost da točka padne u jedno 
Područje kruga proporcionalna je površini tog područja i ne zavisi od 
Položaja područja u krugu. Definiramo slučajni vektor (X,Y) kao funk- 
Slju koja prostor n elementarnih dogadjaja ovog stohastičkog eksperi- 
menta preslikava u dvodimenzionalni Euklidski prostor RŽ, tj. u real- 
BE iavninu. To možemo pisati (X,Y):Q + R2. U ovom primjeru n je skup 
SVih točaka jediničnog kruga, pa ako je Tea jedna točka kruga s koor- 


din mE 
atama (X;Y), definiramo preslikavanje ovako: (X,Y)T = (x,y). 


. ii, 


"SRSJ 


OO 


Ili drugim riječima: kad slučajna točka padne u točku T(x,y), tad 


slučajni vektor (X,Y) poprimi vrijednost (X,y). Pokazat ćemo kasnije 


(isp. Primjer 2.20) da slučajne veličine X i Y nisu nezavisne, već 


- 


imaju povezanu razdiobu. Moramo dakle biti u stanju odrediti razdiobu 


slučajnog vektora (X,Y). N 


Neka je zadan prostor vjerojatnosti (2, A4, Pl, na kojem su odre- 


djene slučajne veličine žu: K=1 ;2aseagsti: 


Definicija 2.7. Slučajni vektor (XirXor++<,%,) definiramo kao fun- 


kciju na £ sa vrijednostima u n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru RT 


na slijedeći način: ako je wet, tada je 


(XqrXa,r+++ X) 0 = (X, (0),X2(0),...,X,(0)). bI (2.49) 


Neka je (X, X 2.sm) slučajni vektor, i zađajmo n realnih broje- 


2. 


va x Kone. ži Posljednji uvjet mogli smo kraće pisati (XpržXor+- 


1! 
+.,%,)eR". Promatrajmo slijedeći podskup od f: 


A(X],X2r...1%,) = (vlven, X, (u)<x,, k=1,2,...,n). (2.50) 


No to znači da je A(x],Xor+++,%0) presjek podskupova 
A(x,) = fojwef, X (u)<x,], k=1,2,...,n, 
simbolički: A(Xlržar+++1%0) = A(x,)A(x,)...A(x), a budući da su A(x, ), 


k=1,2,...,N, dogadjaji iz A, jer su X k=1 2% soka: sdučajne veli- 


k' 


čine, onda je i A(XyrXor.<-,%, ) dogadjaj iz A, koji ćemo preglednije 


označavati s (X1< *I, X2< Kar... o ža): iako bi bilo preciznije 


pisati (X < X1) (X.< 2)... (XA< SRE Kako je A(X],X2r+++1%0) dogadjaj 


iz ž, za njega je u zadanom prostoru vjerojatnosti odredjena i pri- 


padna vjerojatnost, pa se tako može uvesti 


Definicija 2.8. Za proizvoljni slog realnih brojeva Kir kore, X 


n 
odredjena je vjerojatnost 


X X < x_) (2.51) 


1! 52 <žore.ć, XA n) < 


Ova funkcija n varijabli naziva se n-dimenztonalnom funkeijom raszdi- 


F(XyrXor..-1%,) = P(Xi< X 


obe slučajnog vektora (X],X +.*a)> >| 


21.. 
Da bi olakšali prijelaz od jednodimenzionalnih na višeđimenzional“ 


ne slučajne veličine, proučavat ćemo najprije dvodimenzionalne slučaj“ 


k.d 


107 
ne vektore. 

Kod proučavanja dvodimenzionalnih slučajnih veličina korisno je 
služiti se geometrijskom predodžbom, tako da se vrijednosti xi i x. 
slučajnih veličina X, i X, smatraju koorđinatama točke (X],x2) u dvo- 
dimenzionalnom Kartezijevu koordinatnom sustavu. Slučajni vektor 
(X) 1%2) tada možemo shvatiti kao slučajnu točku. Funkcija razdiobe 


vjerojatnosti F(x],x2) daje vjerojatnost da slučajna točka padne u 


dio ravnine odredjen uvjetima Xi< ži i Xa< X2, vidi Sliku 2.26. 






2 





Slika 2.26 Slika 2.27 
Pomoću funkcije razdiobe možemo naći vjerojatnost da slučajna točka 


padne u pravokutnik E: X,< b vidi Sliku 2.27. 


o k Kk" 


Teorem 2.4. Ako slučajni vektor (X],X,) ima funkciju razdiobe 


žk=1l, 2, 


F(x,,x2), tada vrijedi : 


P(ajski<b,, 22 %,<bo)=F(b,,b,)-F(a, 2). (2.52) 


Intuitivno je ova jednakost gotovo očigledna. Uvedemo li oznake 


bo)-F(b,,a2)+F(a,,a 


Za skupove (odnosno dogadjaje): E=(a]<X)<b,, a,<X,<b,), A=(X Em 


%2<b,), B=(xX 1*A1, X 2<b, pm C=(x, <*b, x, <a 2) i D=(X EEL: X,<a, ), tada 


je na temelju dane geometrijske interpretacije P(E)=P(A)- -P(B)-P(C)+ 


+P “ 
(D). No to nije egzaktni dokaz! Mi se možemo koristiti jedino Boole- 


ov : : 
om algebrom i dosad izvedenim teoremima teorije vjerojatnosti. Zato 


sk i 
BYE E, A, B, C, D shvatimo kao odgovarajuće dogadjaje iz polja 


dogadjaja, Znamo da je A=E+B+C, pri čemu je EB=V, EC=V, BC=D, EBC=V, 
PS SkO primijenimo formulu (1.16), dobivamo P(A)=P(E)+P(B)+P(C)-P(D) 

“dakle je P(E)=P(A)-P(B)-P(C)+P(D), a to je upravo (2.52). 2 
Neka je Ba, k=1,2,3,..., monotono padajući niz takav da xi oo 


Proma : 
trajmo niz događjaja čixaij, uz oznake kao u (2.50), koje 


yo 





=1U9E 


imaju posve drugačije značenje od onih u (2.3). Jasno je da za te 


id da ž k+ A 
događjaje vrijedi: A(x,, xD) € ax, x) zake1, 2, 3,..., i 
e kJ : 
13 asa )) = V, pa prema aksiomu neprekidnosti A, (paragraf 1.7) 


žija = Pixp,ka 9) > 0 kad k>e. 


vrijedi P(A(x,,X Tako dolazimo do važ- 
nog svojstva dvođimenzionalne funkcije razdiobe 


lim F(x],%2) = 0 + (2.53) 


Ka+-o 
gdje se granični prijelaz X2+-e vrši na proizvoljni način. (Objasni 
ovo posljednje poopćenje!) Jasno je da se sličnim postupkom može do- 


kazati valjanost graničnog prijelaza 


lim F(X],%2) =0. (2.54) 
ZX.+-o 
4 
Neka su a #2", k=1,2,3,..., dva monotono rastuća niza, takva 
da zd ae i xa kad k+e. Promatrajmo niz dogadjaja jes? ea"! 
= (Xa x1/)+(Xo> x) y). Lako se vidi da je ge" a) c 
= k k PORE E. i k % 
E Kix za. )) za k=l,;2;93pnesa d node i )) = V. Stoga možemo 
primijeniti aksiom A3, pomoću kojeg dobivamo pie) ey) =1il- 


- PAR x) =1- Piz) zi) Q kad k+e. Tako se dolazi do 


1 1 

zaključka da funkcija razdiobe ima slijedeće svojstvo: F(e,e)=l. 

Dvodimenzionalna funkcija razdiobe vjerojatnosti ima još neka svoj“ 
stva slična odgovarajućim svojstvima jednodimenzionalne funkcije raz- 
diobe. Sva ta svojstva ne ćemo dokazivati, ali ćemo ih izreći u obliku 
teorema. 

Teorem 2.5. Funkcija razdiobe vjerojatnosti F(X],X2) 

1) nepadajuća je funkcija kad XI raste a x, je fiksirano i kad 


X. raste a EST je fiksirano; 


2 
2) neprekinuta je s lijeva i obzirom na argument XI i obzirom na 


argument bot 


3) zadovoljava uvjet F(e,e)=1; 


4) zadovoljava uvjete lim F(X,,X2)=0, k=1,2. M 
X, > 
k 


_- 


= 107 


Dogadjaj (-e<X.<") sigurni je dogadjaj. Možemo ga prikazati kao 
zbroj u parovima disjunktnih dogadjaja: U = X,.hm<X,<m+1), gdje se 


sumacija vrši preko svih cijelih brojeva. Pomnožimo ovu jednadžbu s 
LA 


dogadjajem (X]<x1), te primijenimo aksiom A, (paragraf 1.7): P(X]<X,)= 
S š-E [(2]<*,) (m<X,<m+1)] . Slično jednadžbi (2.52), samo znatno jed- 
nostavnije, može se dokazati jednadžba 


P(X,<b,, a,<X,<b.) = F(byrb2) - F(bp,a2) > (2.55) 
s pomoću koje beskonačnu sumu vjerojatnosti možemo računati na slije- 


oo 


deći način: P(X,<x,) = Im=-e F(X,,m+1) - F(x,,m)) = 

= lim Es__, (Flx,em+Hl) - F(x),m)) lim (F(x,,n+1) - F(xy-m))= 
n>o n+>e 

= F(K,,%). 


Posljednja jednakost opravdava se time, što limes razlike mora posto- 
jati, a takodjer postoji limes suptrahenda na temelju 4) iz Teorema 
Zeii, 

Tako smo pokazali kako se s pomoću dvodimenzionalne funkcije raz- 


diobe može dobiti funkcija razdiobe za komponentu X, slučajnog vekto- 


i 
ra (X],X2). Ova potonja naziva se marginalnom ili rubnom funkcijom 


1 označavat ćemo 


s Su) = P(X,<X,), ili naprosto s F(x,), ako je iz argumenta vid- 


razdiobe komponente SE Funkciju razdiobe komponente X 


ljivo kojoj slučajnoj veličini pripada. Dokazali smo da je Fe (x) 
= x s I 
F(x],). Slično se može pokazati da je Fx (x2) = F(e,x.). Oba rezul- 
: 2 


tata možemo ujediniti u 
Teorem 2.6. Ako je F(x],X2) funkcija razdiobe vjerojatnosti slu- 
čaj ' 
sa vektora (X],X2), tada su funkcije razdioba komponenata 


MR = P(X<x) = F(C),02) + (2.56) 


dj S: A dosa 
Sdje je Cy=* za svaki ižk, cy=X,, k=l, 2. M 


Definicija 2.9. Slučajne veličine X, i X, (definirane na istom 
Prost : : A : 

Oru vjerojatnosti) nazivamo nezavisnim, ako su nezavisni slučaj- 
Ni dogad+a3: i 2 

gadjaji (X1<x)) i (X,<x,) za svaki (x,,x2) eR (tj. za svaki par 


hej 
ealnih brojeva XI i x2). “A 


si. 


=ReRNA 


Teorem 2.7. Ako slučajni vektor (X, ,X2) ima funkciju razdiobe 
F(X],X2), kotsensnte XI i X nezavisne su slučajne veličine onda i 
samo onda, kad se dvodimenzionalna funkcija razdiobe može u čitavoj 
ravnini R? faktorizirati na slijedeći način: F(x,,X2)=F,(x,)F.(x2). 


Ako su ispunjeni postavljeni uvjeti, uvijek se može postići da fak- 


torizacija bude izvršena s pomoću rubnih funkcija razdiobe: 


F(X),X2) = F4 (X])F4 (X2) . (2.57) 
1 2 
Dokaz. Pretpostavimo da su slučajne veličine Xi i X nezavisne. 
j = = \= 
Tada je F(X]r%2) P((X]<x,) (X2<x.)) P(X]<X,)P(X9<x,| a PE e: 


Dakle zaista je (2.57) ispunjeno. No pretpostavimo obratno, đa za 


slučajni vektor (X11X2) vrijedi F(X,,X2)=F,(x,1)F2(x2). Obzirom na 


Teorem 2.6 znamo da je Fx 


rta i E drglete i slično a 


Bien: ), pri čemu je zbog svojstva 3) iz Teorema 2.5 


F(e,»)=F, *)F,(e)=1. Dalje možemo računati ovako: F. (x,)F. (x.)= 
ST 1 X 2 


=Fi(*I)Fo(x2)Fj,(Fo(e)=F,(x,)F2(x2)=F(x,,x2), a ova jednakost, kad 
se uzmu u obzir definicije funkcija razdiobe, upravo dokazuje da su 


slučajne veličine X, i x, nezavisne. A 


1 


Dokazat ćemo takodjer neobično važan 


Teorem 2.8. Slučajni vektor neka je odredjen svojom funkcijom 


razdiobe F(x],X2)- Neka je S, skup svih slučajnih dogadjaja (X,<x,) 


i njihovih negacija (Xj2x,), gdje je xjeR, i=1,2. Ako su komponente 


Xi di X, nezavisne, tada su skupovi Ši i S. potpuno nezavisni u smislu 


Definicije 1.18. 


Dokaz. Zaista, svaki slučajni dogadjaj ili prođukt slučajnih do- 


. . 4 s a ri 4 7 , 
gadjaja iz S, možemo prikazati u obliku Aj=(xj<X,<x,), -e<Xx,<e, -o<x;< 


<e, i=1,2. Naravno, ako je Xi>xi, A, je nemogući dogadjaj. Pokazat 


ćemo da je P(AJA)=P(A,)P(A.). Primjenom formule (2.52) dobivamo: 


, u 1 LA s . 
P(AJAo)=F(x],X2)-F(X,,X2)-F(X,,X3)+F(X,],x2)= a 


-Fy (XI)Fo (x9)-F. (x.)F, (x2)+F. (x)F. (x/)=[F. (x,)-F., (x!)]. 
XI 1 X 2 Xi 1 X, 2 Xi HE X 2 x, 1 X 1] 


kl 


mukte 


x, 2! "x, 2) = P(A,))P(A,). 
pogadjaji A, 1 A, su dakle nezavisni, a to znači da su skupovi Si 
5, potpuno nezavisni. M 

U dosadašnjim teoretskim razmatranjima dozvoljavali smo da kompo- 
nente slučajnog vektora (X],X2) buđu slučajne veličine bilo koje vrsti. 
Takva općenitost bi nam dalje samo otežavala izlaganje, a za primjene 
koje imamo u vidu uglavnom nije potrebna. Zato ćemo u buduće govoriti 
o diskretnim slučajnim vektorima, kad su obje (odnosno sve) komponen- 
te slučajnog vektora diskretne slučajne veličine, ili O kontinuiranom 
slučajnom vektoru kad su obje (odnosno sve) komponente slučajnog vek- 
tora kontinuirane slučajne veličine. Dakako, moguće je proučavati i 
mješovite slučajne vektore, kod kojih neke komponente mogu imati dis- 
kretnu, neke kontinuiranu a neke čak mješovitu razdiobu. Iako se mje- 
šoviti slučajni vektori pojavljuju u primjenama, njihovo proučavanje 
znatno je olakšano činjenicom da su im komponente najčešće nezavisne 
slučajne veličine, pa se proučavanje slučajnog vektora svodi na pro- 
učavanje skupa jednodimenzionalnih slučajnih veličina. 

Kao i kod diskretne slučajne veličine, za diskretne slučajne vek- 
tore uvođimo neke pojmove, koji su naročito prikladni samo za prouča- 
Vanje tih slučajnih vektora. Neka je (X,Y) diskretni slučajni vektor. 
To znači da vrijednosti od X i Y tvore dva prebrojiva uredjena skupa 


tealnih brojeva: ŠI<K2<K3<+.., Yi<Y2<Y3<... . Označimo te skupove sa 


Pa 2 Neka je zadana pripadna dvodimenzionalna funkcija razdiobe 
F(x,y). Vrijednosti slučajnog vektora (X,Y) su točke (x; 'Yj ), koje 
možemo zamišljati smještene u Kartezijev pravokutni koordinatni sustav 


0XY. Sve ove točke neka tvore rešetku L koja je podskup Kartezijeva 


Produkta s Za Zahvaljujući uredjenosti koordinata po veličini, točke 


(4,y, ) su izolirane u tom smislu da se za proizvoljnu točku (x, 'Y; ) 


du 
ZL mogu naći realni brojevi a1, a2, bi, b, takvi da u pravokutniku 


"s(a <X<b,, a2<Y<b.) osim točke (x, Y,) nema drugih točaka iz skupa L. 


= o 


ssa 5 
= 

Pravokutnik E možemo interpretirati kao slučajni dogadjaj, čija je 
vjerojatnost P(E) dana formulom (2.52). No u ovom slučaju intuitivno 
je jasno da je dogadjaj E ekvivalentan dogadjaju (X=x,) (Y=y.), pa je 
dakle P(X=x,, Y=y.,/"PlE) posve odredjeni realni broj. 

Definicija 2.10. Dvodđimenzionalna funkeija vjerojatnosti diskret- 
nog slučajnog vektora (X,Y) definirana je jednakostima 


| P(X=x,, Y=Yy) za x=x,, miu (x,Yy)sL 
p(x,y) = (2.58) 
LO za sve ostale x i y. 


| 


daljnjim izlaganjima upotrebljavat ćemo i oznaku Pig = p(x,, Yy + >] 


Dvodimenzionalna funkcija vjerojatnosti ima slična svojstva kao 


i jednodimenzionalna. Budući da je vjerojatnost nenegativna funkcija, 


H 


p(x,y) je nenegativna funkcija. Nadalje iz svojstva 3) navedenog 


u Teoremu 2.5 proizlazi, 


LPixLey3) Io (2.59) 
1,] 


gdje se sumacija vrši preko svih indeksa i,j. Teorem 2.6 o rubnim 


funkcijama razdiobe ovdje dovodi do slijedećih posljedica: 


P,lž,) = P(X=x,) = 2P(X;1y3) , (2.60) 
j 
Py(Yj) = P(Y=y,) = IP(%y1y3) . (2.61) 


Izraze na lijevim stranama nazivamo rubnim funkeijama vjerojatnosti. 


Posljednje jednakosti možemo kraće pisati PiZlj Pi ij" odnosno Pj7 
LA 


=4 Pi j* Jasno je da će sad zbog formule (2.15) rubne funketje raz- 
LA 


dioba. biti F_(x) = £ 


X X,<X Py (ži) i Fy(y) . Py(Y3) 


Py.<y 
J 
Teorem 2.9. Komponente diskretnog slučajnog vektora (X,Y) nezavi- 
sne su 1) onda i samo onda kad su slučajni dogadjaji (X=x,) i (Y=y.) 
nezavisni za svaki par (xg,y3) el3 2) onda i samo onda kad se pripadna 
dvodimenzionalna funkcija vjerojatnosti može faktorizirati u rubne 


funkcije vjerojatnosti 


P(Xy,Y4) = Py (X) Py(Y3) (2.62) 
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u čitavom skupu L. 

Dokaz. Neka su komponente X i Y nezavisne i neka je (%,,Y4) točka 
iz L. Uvijek možemo naći brojeve a,, a, b,, b, tako da bude x,cI = 
=ixlap<ž<bi! id yjeT,ztylazsy<b,), ali da u pravokutniku II ne bude 
drugih točaka iz L. Možemo dakle pisati (X=x,)=(X>a,) (X<b,) i (Y=y;)= 
=(y2a2) (Y<b2), pa primjenom Teorema 2.8 nalazimo da su dogadjaji 
(X=x;) i (Y=y.) nezavisni te da vrijedi relacija (2.62). Pretpostavi- 
mo sad da relacija (2.62) vrijedi na čitavom skupu L. To povlači ne- 
zavisnost slučajnih dogadjaja (X=x,) Ka (Y=y.) za svaki par (grYy)€l. 


Ne 
Ako zadamo bilokoju točku (x,y), tada iz relacije (2.62) dobivamo 


F(K,y)= P(X,,y.) Py (x.) (y.) = F F , 
X a s m? Zva a SJ x (X/Fy(y) 
Yj<Y J 


te primjenom Teorema 2.7 zaključujemo da su komponente X i Y nezavis- 
ne. No kao što smo na početku dokazali, nezavisnost komponenata X i Yy 
povlači nezavisnost slučajnih dogadjaja (X=x,) i (X=y,) za svaki par: 
(1X) iz L, čime je dokaz teorema završen. Relaciju (2.62) kraće 


možemo pisati Pij7PiPj: Napominjemo da rastav P(%,+Y3)7Py(2p)P2(Y4)+ 


J 
(xyry3)eL, za koji se ne zna da li su faktori s desne strane rubne 
funkcije vjerojatnosti, ne mora povlačiti nezavisnost komponenata X i 
Y. U vezi s tim vidi diskusiju u Primjeru 2.21. M 

Primjer 2.15. Na jednoj strani idealne kružne pločice napisan je 
broj 1, na drugoj strani broj 2. Stohastički eksperiment sastoji se 
u dvokratnom bacanju pločice. Suma brojeva koji ispadnu pri jedno- 
kratnom izvodjenju eksperimenta vrijednost je slučajne veličine X, a 
razlika Prvog i drugog ispalog broja pri jednokratnom izvodjenju eks- 
PSefimenta vrijednost je slučajne veličine Y. Treba naći p(x,y), Py (x) 
2 Py(Y). Postavljeni problem najlakše se rješava izravnom primjenom 
Osnovnih definicija. Prostor elementarnih dogadjaja promatranog eks- 
PETimenta ovdje se sastoji od četiri elementa: A=lug,02,03,0,), koji 


su Ovak si . 
O definirani %i=(1,1), wo=(1,2), wa=(2,1), e,=(2,2), gdje 


ii, 
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prvi broj označava prvi ispali broj pri izvodjenju eksperimenta, a 
drugi broj označava drugi ispali broj pri izvodjenju eksperimenta, 
Rekli smo da je slučajni vektor funkcija. Ona je u ovom primjeru de- 
finirana na slijedeći način: 


(1+1,1-1) = (2,0) 


(3,1) 


(X,Y) o (X,Y) o, 


(X,Y)w, (3,-1) (X,Y) o, (4,0). 

Budući da su svi ovako dobiveni uredjeni parovi brojeva različiti, 
nalazimo da su dogadjaji WI i (X=2,Y=0) ekvivalentni, wo i (X=3,Y=-1) 
ekvivalentni, itd. Na temelju uvjeta postavljenih u problemu, mora 
biti P(u,)=P(u2)=P(03)=P(0,)= Ž , pa je prema tome p(2,0)=p(3,-1)= 
=p(3,1)=p(4,0)= + , a za sve ostale x i y je p(x,y)=0. Dobivene rezul- 
tate korisno je prikazati tabelarno 
kao na Slici 2.28. U središnjem di- 
jelu tabele unesene su vrijednosti 


funkcije p(X,y), u posljednjem ret- 


ku nalaze se vrijednosti rubne fun- 





kcije vjerojatnosti py(x), a njezi- 


Slika 2.28 


ne vrijednosti dobivaju se tako da 
se u odredjenom stupcu (fiksiran x) zbroje sve vrijednosti funkcije 
p(x,y), dok se u posljednjem stupcu nalaze vrijednosti rubne funkcije 
vjerojatnosti Py (Y), a njezine vrijednosti dobivaju se zbrajanjem 
funkcijskih vrijednosti p(X,y) po odgovarajućim recima. S pomoću tabe- 
le lako dolazimo do zaključka da su diskretne slučajne veličine X i Y 
zavisne, jer se može naći par brojeva (x,y) za koji nije ispunjena 
jednadžba P(x,y)=px(x)Py(Y). Dapače, u ovom primjeru niti za jedan 
par (x,y) obuhvaćen tabelom, spomenuta jednakost nije zadovoljena. A 
Primjer 2.16. Neka je zadan prostor vjerojatnosti iz Primjera 1. 
17. Brojevi koji ispadnu na crvenoj kocki neka budu vrijednosti slučaj“ 
ne veličine X, a brojevi koji ispadnu na bijeloj kocki neka budu vri- 


jednosti slučajne veličine Y. Prema načinu kako se izvodi stohastički 


- 


eksperiment zaključujemo da su slučajne veličine X i Y nezavisne. 
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Uvedimo oznaku I=(1,2,3,4,5,6). Tada je IxI=S( (i) rio9)lijrizeli. Slučaj- 
na veličina X ima funkciju vjerojatnosti 
1/6 za xeI 
Py (Xx) = 
0 za sve ostale (realne ) x. 


Slično vrijedi i za slučajnu veličinu Y 


(1/6 za yeI 
) 0 za sve ostale (realne) y. 
Medjutim znamo takodjer da je P(E, j)7P(X=i,Y=j)=p(i,j)= — za svaki 
LA 
par (i,j)eIxI, što možemo i ovako zapisati 
C 1/36 za (x,y)eIxI 
P(X,y) = 5 
- l 0 za sve ostale (realne) x i y. 
Sad je očito da vrijedi P(x,y)=Px(x)P,(y) na čitavom R2, Nezavisnost 


slučajnih veličina X i Y , drugačije interpretirana, iskorištena je 


već kod računanja vjerojatnosti P(E,y). Često je preglednije ne pro- 


matrati funkcije vjerojatnosti na čitavom R ili R2, već samo u onim 


točkama, gdje su te funkcije različite od 0. U tom slučaju pisali bi- 
BMeMB,=p.(1)=1/6, i=1,2,...,6, P4=Py(3)=1/6, j=1,2,...,6, a namjesto 
P(X,y) uveli bismo oznake Pi47Pxy (t:3)=1/36, 1<i,j<6. Uz ovakve ozna- 
ke je znatno lakše vidjeti da vrijedi Pij"PiPj za 1<i,j<6. M 

U općoj teoriji vjerojatnosti definirali smo pojam uvjetne vjero- 
jatnosti pomoću formule (1.18). Ako je zadan diskretni slučajni vek- 
tor (X,Y) sa svojom dvodimenzionalnom funkcijom vjerojatnosti p(x,y), 
diže biti potrebno poznavati funkciju vjerojatnosti slučajne veličine 
X UZ uvjet da je slučajna veličina X poptisija odredjenu vrijednost, 
DP. X=x. Na jeziku slučajnih dogadjaja tu bismo funkciju zapisali 
Ovako: 


P(Y=y|X=x) = DZ, Sv) 


Uževš 
i u obzir već uvedene oznake, opravdali smo uvodjenje slijedeće 


definicije, 


2: RNA . 
efinieija 2.11. Neka je (X,Y) diskretni slučajni vektor s funk- 


ti om J . + 
j Vjerojatnosti p(x,y). Uvjetna funkeija vjerojatnosti slučajne 


-116- 


veličine Y, uz uvjet X=x, neka bude 


(x,y) 
plylx) = Pr) E. i 


(2.63) 
0 za Pg (x) =0 “ 
Slično se definira p(x|y). A 
Primjer 2.17. Za slučajni vektor (X,Y) iz Primjera 2.15 treba 
odrediti p(y|x) i p(x|y). Prvu uvjetnu funkciju vjerojatnosti dobivamo 
odmah iz tabele na Slici 2.28 tako, da brojeve u recima koji pripada- 
ju raznim vrijednostima za Y dijelimo s odgovarajućim brojevima u po- 


sljednjem retku. Tako dobivamo tabelu na Slici 2.29. 


Slično se dobiva uvjetna funkcija 


p(ylx) p(x|y) 
. x 234 : x 234 vjerojatnosti p(x|y), samo se u 
= 0 2 0 -1 01 0 prethodnom postupku reci zamijene 
o 101 0 Ž 0 Z sa stupcima. Tako dobivamo tabelu 
1 0 ž KE 1 0 1 o na Slici 2.30. A 
Slika 2.29 Slika 2.30 


U primjenama se najčešće radi s takvim kontinuiranim slučajnim 
vektorima (X1,+X2), čiju funkciju razdiobe F(Xx],X2) je moguće prikaza- 


ti pomoću integrala 
X, X 


1 "2 
F(%,:%2) =, J f(ty,t2)dtodt, > (2.64) 
pri čemu postoji mješovita derivacija 
2 
Ma, mj a 1 eno! (2.65) 


3X19X2 
u čitavoj ravnini R? s mogućim izuzetkom skupa točaka čija je "povr- 
šina" jednaka 0. Taj eventualno izuzeti skup točaka najčešće tvori 
jednu ili više krivulja kao što su granice područja i tome slično. 
Funkcija £(X],x2) naziva se dvodimenzionalnom gustoćom razdiobe vjero 
jatnostit slučajnog vektora (X]1X2)- Iz svojstava funkcije razdiobe 
F(xX],x2) sad proizlaze svojstva gustoće razdiobe £(x],%2), koja ćemo 


bez dokaza navesti u obliku slijedećeg teorema. 


=- 
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Teorem 2.10. Neka je £(X],%2) gustoća razdiobe vjerojatnosti kon- 
tinuiranog slučajnog vektora (X1,X2). Tađa je 
š a. 2 X : 
1) £(x,,x,)20 za svaki (X; ,x2)eR , tj. gustoća razdiobe je nenega- 
+tivna funkcija na RŽ, 
[+] 


MEN [ | fit,todtodt, = 1. 


-o% -o 
3) Ako je D proizvoljno područje ravnine R*, tada je vjerojatnost 
dospijevanja slučajnog vektora (X),X2) u to područje 


P((X],X2)ED) = . f(t],t,)dt,dt, . a 


Prednost gustoće razdiobe, u slučaju kad se ona može uvesti, pred 


(2.66) 


funkcijom razdiobe počiva upravo na formuli (2.66), jer područje D 
može biti proizvoljnog oblika, a funkcija razdiobe primjenljiva je 
samo za područja naročitog oblika. : 

Neka funkcija razdiobe F(X],x2) kontinuiranog slučajnog vektora 
(X,,X2) ima mješovitu derivaciju u točki (x,,x2). Tada postoji isto- 


vremeni limes 


32F(X.,,X s 
E(x),x,) = (X],x2) ž i Prsa ez tiao) F(X,,X2+0x2) : 
< m sE19%a 
AxX3>0 
bx,4x, 


Što se primjenom formule (2.52) može pisati 


P(X,<X,<xX,+AX X.<X.<Xx,+AX 
f(x,,x,) = lim —iL IL 1222 “ (2.67) 
bx1+0 bxjAx2 
4x2+0 


Ovo svojstvo gustoće razdiobe za primjene je od velike važnosti, jer 
Se infinitezimalne vjerojatnosti često puta mogu napisati već na teme- 
lju same formulacije fizikalnog problema. To je razlog zašto formulu 
(2.67) Pišu i u obliku 


de, = P(X,<X.<x,.+d 
1X2 151 <*1 X11X25X.<x2+dx.) = f(x,,x2)dx,dx 


2! 


9dje a j g : 
šal dx> moraju biti-infinitezimalne veličine, jer su u ovoj 


die. 
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formuli zanemarene infinitezimalne veličine višeg reda u odnosu na 
dx. dx. 
i":2 
Za kontinuirani slučajni vektor rubne funkcije razdiobe možemo 


izraziti primjenom Teorema 2.6, s pomoću gustoće razdiobe: 


x 
loo 
Px 6%) = J ši £(t,,to)dtodt, > 
(2.68 
o *2 
i, a ) = 1 I £(tp,t2)dtodt, . 
No sad je korisno uvesti i rubne gustoće razdrtoba: 
aii " 
a (x,) = a. = I ftx,t)dt, 
di: tx.) (2.69) 
x, 2 % , 
Ta koka adi E 
2 2 -% 
pomoću kojih formule (2.68) možemo pisati 
Šu "4 
x (x1)= E! ta, [)dE, ; "x o E! £ tost, 3 (2.70) 


Pomoću Teorema 2.7 i rubnih gustoća razdiobe (2.69) lako dolazimo: 


do zaključka da su komponente kontinuiranog slučajnog vektora (X), ) 


2 
nezavisne onda i samo onda, kad se pripadna dvodimenzionalna gustoća 
razdiobe može faktorizirati na slijedeći način: 

(2: 71) 


£(x],X,) = il Ni 


na čitavom R2 s eventualnim izuzetkom skupa počaka "površine" nula. 
Primjer 2.18. Stohastički eksperiment sastoji se u tome da slu- 
čajna točka pada na konačno područje U koje leži u ravnini. Vjerojat- 
nost da slučajna točka padne u neki dio područja U proporcionalna je 
površini tog dijela i ne zavisi od njegovog položaja u odnosu na po- 
dručje U. Kolika je vjerojatnost da slučajna točka padne u područje 
D koje je sadržano u U? Problem s ovako formuliranim tekstom pripadao 
bi paragrafu 1.5, gdje bismo primjenom geometrijske definicije vje- 
rojatncsti odmah rekli: tražena vjerojatnost je P(D)=m(D)/m(U), gdje 


je m(D) površina područja D a m(U) površina područja U. Razlog zašto 
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4 


smo ipak ovaj primjer smjestili u diskusiju o slučajnim veličinama 
ježi u tome što iz postavljenih uvjeta proizlazi jedna vrlo značajna 
gišedimenzionalna razdioba. U ravnini područja U postavljamo koordi- 
natni sustav OXY, a slučajnu točku poistovjetimo sa slučajnim vekto- 
rom (Z,X). Kakvu razdiobu ima ovaj slučajni vektor? Neka je A proiz-. 
voljno područje sadržano u U. Obzirom na postavljene uvjete mora biti 

P((X,Y)eA) .= k.m(A), gdje je m(A) površina područja A, koeficijenat k, 
prema smislu kako se riječ "proporcionalan" upotrebljava, je konstanta 
koja ne zavisi o dogadjaju A. Uzmemo li za A čitavo područje U, mora 

biti k.m(U)=1, odakle je k=1/m(U) i stoga P((X,Y)gA) = m(A)/m(U). Uz- 
mimo proizvoljnu točku (x,y) područja U, a za područje A uzmimo dovo- 
ljno mali pravokutnik A=(x<X<x+Ax, y<Y<y+Ay) koji čitav leži u podru- 
čju U (područje je otvoreni skup!). Pritom je m(A)=AxAy, pa kad vjero- 
jatnost dospijevanja slučajnog vektora u područje A podijelimo s po- 


vršinom tog područja, dobivamo 


P(x<X<x+AXx,y<Y<y+Ay) = 1 
: AxAy m(U) “ 


Granični prijelaz Ax, Ay+0 ovdje je trivijalan, jer je konstruirani 


razlomak konstanta. Primjenom formule (2.67) dobivamo gustoću razdio- 


be 
1 


f(x,y) = mOj (2.72) 


u čitavom području U. Izvan tog područja je f(x,y)=0. Za slučajni vek- 
tOr koji u čitavom području svojih mogućih vrijednosti ima konstant- 
NU gustoću razdiobe kaže se da ima jednoliku razdiobu. To dakako ne 
Mora povlačiti da i komponente slučajnog vektora imaju jednoliku raz- 
diobu, Te komponente čak ne moraju biti nezavisne! Nakon što smo usta- 
nNovili da Slučajni vektor (X,Y) ima jednoliku razdiobu, sad primjenom 
formule (2.66) možemo izračunati traženu vjerojatnost 

dtodt, 


P((X,Y)eD) = / / mn.) "mo (|A 


D 


Primjer 2.19. Slučajni vektor (X,Y) ima jednoliku razdiobu u kva- 







BEU K=( (x,y)||x]<1, [yl<I], vidi Sliku 2.31. Treba naći gustoću raz- 
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diobe i funkciju razdiobe tog slučajnog vektora, te rubne gustoće raz- 


dioba f(x), £.(y). Da li su slučajne veličine X i Y nezavisne? Na te- 







ia 


i: 





za 2:81 Slika 2.32 
melju prethodnog primjera znamo da je gustoća razdiobe slučajnog vek- 
tora (X,Y) (1/4 za (x,y)eK 
£(x,y) = X 
) za (x,y)#K. 


U trodimenzionalnom koordinatnom sustavu gustoća razdiobe £(X,y) može 
se prikazati plohom čija je jednadžba z=f(x,y). Za ovaj primjer geo- 
metrijski prikaz je naročito jednostavan, vidi Sliku 2.32. Na obodu 
kvadrata K funkcija f(x,y) ima diskontinuitet. Volumen paralelepipe- 
da na Slici 2.32 jednak je I. Odredjivanje funkcije razdiobe znatno 
je složeniji posao. Čitavu ravninu moramo podijeliti u pet područja, 
i za svako područje posebno tražiti prikladni izraz za F(X,y). Pritom 
nam slika mnogo pomaže. Evo krajnjih rezultata: 

I. F(x,y)=0_ za x<-1 ili/i y<-1 

II. F(x,y)=(1+x) (1+y)/4 za |xl<1l i |ylx1 

III. F(x,y)=(1+y)/2 za x&>1 i Iyl<1 

IV. F(x,y)=(1+x)/2 za yž1l i |xl<1 

V. F(x,y)=l_ za x>1l i yži. 

Funkcija razdiobe F(x,y) neprekidna je na čitavoj ravnini B?. Korisno 
je razmisliti o geometrijskom prikazu funkcije z=F(x,y). U području 

I to je dio koordinatne ravnine OXY, u području V dio ravnine paralel“ 
ne s OXY, u područjima III i IV to su đijelovi ravnina skošenih prema 
OXY, a u dijelu II (iznad kvadrata K) to je dio hiperboličnog parabo- 


loida. Rubne gustoće razdioba odredjujemo s pomoću formula (2.69). 





m. Kk ia 


riksirajmo jedan x na osi apscisa takav da je Ix|<1, tj. paralela s 
osi Y kroz točku x presjeca kvadrat K. Tada je 
CJ 1 A 
tao) = | fix,t,)dt, = [ fđt,=zt =3. 


E. 2 da 


mreba dobro uočiti da se beskonačni interval integracije u izrazu s 
općom gustoćom razdiobe pretvara u konačni interval integracije kad 
se uzme u obzir da je u ovom konkretnom primjeru f(x,y)=0 izvan K. 
pretpostavimo li naprotiv da je Ix|>1, tada je za svaki ta f£(x,t,)=0 
pa je i £u(x)=0: Tako smo dobili 

[ 1/2 za |x|<1 


0 za |x|>1. 


£x (x) 


Posve slično se dobiva 


( 1/2 za |yl<1 


£y(y) 
Y 
lo za [yl>. 


Komponente X i Y slučajnog vektora (X,Y) imaju dakle jednolike rasdi- 
obe! Osim t idi j ( = | a j 

i oga vidimo da sErjeda £(x,y)=fx2(2)£4(y) na čitavoj ravnini 
R izuzimajući točke na obodu kvadrata K, gdje gustoće uopće nisu de- 
finirane. Zaključujemo da su komponente X i Y nezavisne. M 


Primjer 2.20, Slučajni vektor (X,Y) ima jednoliku razdiobu u kru- 


= _ 2.2 ' 
ži ((x,y)|x“+y“<l). Treba naći gustoću razdiobe i rubne gustoće 


razd i i 
ioba, te odrediti da 1li su slučajne veličine X i Y nezavisne. Gus- 


toća razdiobe je 


dkazjje sema 
l 0 za (x,y)£K. 


Rubne gustoće razdioba računamo primjenom for- 
mula (2.69): 
vl=x? 


Ji dto/qm = Ž/i=e2 x2 
-/I=xZ 


fx(x)= _[fx,tx)dtz= 


za |x|<1, fx (x)=0 za |x|>1. Slično je £,(y)= 


Slika 2.33 


2 
= T/1-y2 za [yl<li f.(y)=0 za |y|>1. Budući 


da ima 
3 toč 2 j Ka 
aka (x,y)eR* za koje nije ispunjena jednadžba f(x,y) = 


adi. 


—_iće- 

= fx (x)fy(y), slučajne veličine X i Y su zavisne. Najlakše se vidi 
da ta jednadžba nije zadovoljena u ishodištu (0,0) i u točkama izvan 
kruga K a unutar kvadrata Q=((x,y)||x|<1, |yl<ll. No može se pokazati 
da ta jednadžba nije zadovoljena niti u jednoj točki izvan prstena 
P=((x,y)|1- Piex24y2<2- slu dok u prstenu ima beskonačno mnogo točaka, 
na jednoj zatvorenoj krivulji, za koje je promatrana jednadžba zadovo- 
ljena! 

Ako bi trebalo odrediti funkciju razdiobe vjerojatnosti za slučaj- 
ni vektor (X,Y), čitava ravnina R2 morala bi se podijeliti u šest di- 
jelova i za svaki dio tražiti analitički izraz za F(x,y). Za područje 


samog kruga K dobilo bi se 


F(x,y) = HEHE Z (arccos X + arccos y - xvl=xž - yyl-y?) ne]. 


Ovdje se radi o glavnim vrijednostima funkcije arccos. Jasno je da je 
daleko spretnije u ovakvom problemu raditi s gustoćom razdiobe! bj 
Primjer 2.21. Ovaj primjer je neobično važan. Pokazat ćemo da se za 
gustoću razdiobe f(x,>x2) do ei Koi tre slučajnog vektora (X,,X2) ne može izreći, 
teorem analogan Teoremu 2.7. Ili preciznije: Ako se gustoća razdiobe f(x4,%2) može 
faktorizirati kao produkt proizvoljnih funkcija fx) i f2(x2)> tj. f(x,,x2)= 
= fix) f2(x2), na čitavom području vrijednosti slučajnog vektora (X,,X2)>, to ne po“ 
vlači da su slučajne veličine Xi i X, nezavisne! Važan je naime i oblik područja D 
vrijednosti slučajnog vektora u Kartezijevu pravokutnom koordinatnom sustavu 0X,X2- 
Ako to područje ima slijedeće svojstvo kartezitjevskog faktoriziranja: projrkcija 
područja D na os Xi je unija Dx intervala (to može biti dakako i čitava os X), pro“ 
jekcija područja D na os X, je unija .? intervala (i to može biti čitava os X2)> i 
D se može prikazati kao Kartezijev produkt sau. pa ako pri tom vrijedi ranije 
opisana faktorizacija gustoće razdiobe, tada su slučajne veličine X, i X, nezavisne« 
Napose, područje D posjedovat će svojstvo kartezijevskog faktoriziranja ako ima ob“ 
lik pravokutnika, oblik jednog kvadranta, dvaju susjednih kvadranata ili se poklap? 


s čitavom ravninom. U tim slučajevima faktorizacija gustoće razdiobe u faktore od 


kojih svaki zavisi samo od po jedne varijable, povlači nezavisnost komponenata slu“ 





= == 


čajnog vektora. 

Dakako, faktorizacija (2.71) dvodimenzionalne gustoće razdiobe u rubne gustoće 
razdioba komponenata povlači nezavisnost tih komponenata, jer tada područje vrije- 
dmosti slučajnog vektora posjeduje svojstvo kartezi jevskog faktoriziranja. 

Ako, medjutim, područje vrijednosti nekog slučajnog vektora ne posjeduje svoj- 
stvo kartezijevskog faktoriziranja, njegove komponente su uvijek zavisne bez obzi- 
ra na oblik funkcije gustoće razdiobe. 

Tako smo u Primjeru 2.20 mogli odmah reći da su slučajne veličine X i Y zavisne, 
jer Je projekcija kruga K na os X interval K=(x|-1<x<17, projekcija na os Y takodjer 
interval Kriyl-I<y<1I, a Kartezijev produkt tih intervala nije krug K već kvadrat 
Q=((x,y)|lx]<1, [yl<1], simbolički: KAK SK. Krug K ne posjeduje dakle svojstvo 
kartezi jevskog faktoriziranja. lako je Primjer 2.20 dobra ilustracija opisanih ideja, 
dajemo još jedan primjer. 

Slučajni vektor (X,Y) neka u trokutnom području 
T=1(x,y)|x<1, y<1, y>-x), prikazanom na Slici 2.34, ima 
gustoću razdiobe fix,y)=k(1-x)(1-y), (x,y)eT. Iz uvjeta 

il ka 
ME lesdyek_ | 1 (> (1-y)dyaxs1 dobivamo k=3/2, 


tako da gustoća glasi f(x,y)= 3(1-x)(1-y), (x,y)eT. 





Rubne gustoće su 


Slika 2.34 


1 
f40) = Jrocyay = 20120 (14)2, -1exa1, 


fr) 


1 
Jfix,y)dx = 2(0-y) (14)? , -1<y<1. 
A 


Vidimo da sme 
hfie i A : . : m. 
je ispunjen uvjet Foy)=fx60 4), pa zaključujemo da komponente X i 


Yni 
Nisu nezavi s: x: . : 
sne slučajne veličine, iako im se dvodimenzionalna gustoća razdiobe mo- 


že faktor; 
to i aki 
fizirati tako da svaki faktor zavisi samo od po jedne varijable: f(x 


Ž > ) = 
LA ble, (y), : 


dje j siŠtat , 
gdje je f,(x)= zU-x), f2(y)=1-y. Da trokutni oblik područja T vrijed- 


NOsti sluga; 
u 
s ćajnog vektora (X,Y) mora dovesti do zavisnosti komponenata X i Y vidi se 
je 
Blbez ikakvog računa: 


ka rubna gustoća fx(*) različita je od nule u intervalu | = 
x] -1<x<1) x 
, 


a rubna gustoća fy(y) različita je od nule u intervalu I =tyl-i<y<t1, 
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pa je njihov produkt fxL9 F6) različit od nule u kvadratu Q=((x,y)|lxl<1, |yl<ij= 


= a dok bi u slučaju nezavisnosti komponenata X i Y taj produkt morao biti 
jednak nuli izvan trokuta T. 
Naponene. Slična razmatranja mogu se provesti i za dvodimenzionalnu funkciju 


vjerojatnosti diskretnog slučajnog vektora. U udžbeniku fo], str. 93 i 94, nalazi 
se pogrešan dokaz neispravnog teorema, koji bi trebao biti analogon Teoremu 2.7, 
samo ne za funkcije već za gustoće -razdioba. Slično se u udžbeniku [9], str. 172 1 
173, sugerira valjanost spomenutog neispravnog teorema. Sve to ukazuje da se 
ovdje radi o vrlo delikatnom rasudjivanju. b.] 

Primjer 2.22. Jedan elektronički uredjaj rakete sastoji se iz dva 
integrirana kruga. Da bi se raketa kretala po predvidjenoj stazi, ne- 
ophodno je da taj uredjaj ispravno radi dvije minute. Pretpostavimo 
da ta dva integrirana kruga u uredjaju rade nezavisno jedan od drugog, 
tj. kvar jednog nema utjecaja na ispravan rad drugog. Vrijeme nepre- 
kidnog ispravnog rada do trenutka kvara prvog kruga neka bude slučaj- 
na veličina Tir a za drugi krug neka to bude Ta. Zna se da slučajna 


veličina T, ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom T, (isp. razdi- | 


1 
obu B7 i formulu 2.45 na str. 104), a slučajna veličina To ima isto- 
vrsnu razdiobu no s parametrom T,. Treba odrediti vjerojatnost da će 
uredjaj ispravno raditi 2 minute, ako se zna da kvar bilo kojeg od 
krugova uzrokuje neispravan rad uredjaja. 

U ovom primjeru rađi se o slučajnom vektoru (TT), no iz formu- 
lacije problema proizlazi da su komponente Ti i T, nezavisne, pa je 


dvodimenzionalna gustoća jednaka prođuktu gustoća: 

ova, E 

hl Te tse za t,,t.,>0 

i 1 2 12 

£(ti,t2) = ) 

: O za ostale ti! to 
Treba odrediti vjerojatnost dogadjaja A da i prvi i drugi krug isprav“ 
no rade dvije minute, tj. da se ne dogodi kvar prvog kruga prije 2 mi“ 
nute i da se ne dogodi kvar drugog kruga prije 2 minute, dakle simbo- 
lički A=(T,<2)(T,<2). Nadalje je A=(T,>2)(T,>2), pa primjenom formule 


(2.66) dobivamo 


a E Ttg =Tt,E odi u h 
ki Mj sh tE % -rok . =2t2.4.) 
po Itarze 2 dtodt, = ruroje : "dt, Je * *atzre e 
2 2 


Neka kontinuirani slučajni vektor (X],X2) ima funkciju razdiobe 
F(Xy:%2) i gustoću razdiobe £(X],%2), i neka je u okolini točke 
(#1122) funkcija f(x,,x,) neprekinuta. Tražimo uvjetnu vjerojatnost 
đa slučajna veličina x, poprimi vrijednost manju od X, uz uvjet da se 
vrijednost slučajne veličine bs nalazi u intervalu [xi +%]) + Primjenom 
formule (1.18) možemo pisati 


1 
P(XJ<X,<X] š X2<x,) 
ma ji 
P . 


P(X.<x,|x,<X 
2 aos 
(X1<X1<*)) 


, 
išči 7 


Brojnik i nazivnik možemo izraziti s pomoću integrala upotrebom for- 


MRENT2.66), (2.69) 1 (2.24): . 


Li 


M 


1 2 ' 
JE ' I £Gprtp)dtadta 
2**2 X15Xi<X1) = 1 


*1 o 
J 1 £ pre) dtzdti 
ž 
Pustim i Ž ž č 
Oo sad da se interval [Xi :%1) steže u točku SE dakle > U 


brojni i ij 
Jniku i nazivniku imamo funkcije od XI derivabilne po Xi pa prim- 


jenom 1“ Hospitalove metode dobivamo 


e. 
, ' 
I £(x,,t,)dt, x 


im P(X.<x.|x.< 2) te re 
> E LJ 


2 
1 

S = žETI f(x,,t,)đt, “ 
>xX 
ih škstolae, “m "o 


—_o 


x 


Ovaj iz A ' 
j raz nazivamo uvjetnom funkcijom razdiobe slučajne veličine X 


. 2 
UZ uvjet XI=x 


i : , 
1 + označavamo F(x2|x,). Budući da je F(x.lx,) derivabil- 


no PO x , i A A 
: 2! Uvodimo i pojam uvjetne gustoće razdiobe slučajne veličine 
2 UZ uvjet x =x_.: 
J X, LSE 
3F(X.|x 
£(x.|x,) = ka od zd 
2 = 


Provede j 
no razmatranje ne treba shvatiti kao izvod neke nove formule 
, 


Već s 
amo ka 22 A A s A 
a O objašnjenje za definiciju uvjetne razdiobe, koju želimo 


> 


uvesti. Tu definiciju mogli bismo, dakako, uvesti bez ikakvih obja- 
šisašs, no tada ne bi bilo dovoljno jasno pod kojim uvjetima i u kojim 
slučajevima se uvjetna razdioba primjenjuje. U prostoru vjerojatnosti 
(2, AE, P1, u kome je definiran slučajni vektor (X],X2) dogadjaj A = 

= (X15Xi> X2<X2) ima vjerojatnost 0. Mi smo medjutim graničnim prije- 
lazom za vjerojatnost dogadjaja A dobili izraz koji je općenito razli- 
čit od 0, no taj rezultat ne pripada starom prostoru vjerojatnosti, 


već novom prostoru (B, BA, Pi), gdje je B=(o|vet, Xy (u)=x,], -=<X,(0)< 


1! 
<oJ a Pi je nova vjerojatnosna funkcija, koja se dobiva graničnim pri- 
jelazom iz funkcije P, a definirana je nad BA. Naravno da u primjena- 
ma rijetko kad moramo misliti na prostor vjerojatnosti, mi naprosto 
radimo s uvjetnom razdiobom slučajne veličine X, uz uvjet XIiSšI, i naj- 
važnije nam je da možemo naći pripadnu uvjetnu gustoću razdiobe. Za 
bolje razumijevanje uvjetne razdiobe, naročito kad je dimenzija slučaj- 
nog vektora veća od dva, korisna je ne samo provedena diskusija, već i 
geometrijska interpretacija 


uvjetne razdiobe. Prikažimo u 


trodimenzionalnom koordinatnom 






sustavu funkciju 2=f(x],X.) s 





pomoću stanovite plohe, vidi 








bI 


i Me 
ST dim 


Hill 
(x,,%,) 








Sliku 2.35. Tijelo omedjeno plo- 


hom z=f(X,,X,) i koordinatnom 





X, ravninom z=0 presijecimo ravni- 


. 1 
nom X,=x,. 
jednaka je F(x,lx,), a to je omjer površine šrafiranog dijela 
X o 
2 : 3 : : 
I £(X,,t)dt, i površine čitavog presjeka j Bt solat: 


-o 


Slika 2.35 
Vjerojatnost da uz ovaj uvjet bude ostvaren dogadjaj (X2<*2) 


Definicija 2.12. Neka slučajni vektor (X,,X2) ima funkciju razdi- 
obe F(X],x2) i gustoću razdiobe £(%],x2). Uvjetnu funkciju razdiobe 


slučajne veličine X, uz uvjet Xi=%1 definiramo izrazom 


X 
2 
= 1 
= mei f(x,,t2)dt, + 
1 


F(x2|x,) (2.73) 





= 
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4 pripadna uvjetna gustoća razdiobe glasi 


. 2F(x2|x,) h £(x],%2) agi 
x S >>> = rr - . 
£ 2| 1 3X Ta EV 

Izrazi (2.73) i (2.74) imaju smisla za e ek ako je pak < Pl o 


stavljamo F(x2|*1)=f(*2|*])=0.Slično se definiraju F(x,|x2) i six, xa 
Uvjetne funkcije i gustoće razdiobe imaju svojstva slična običnim 
funkcijama i gustoćama razdioba. Integriranjem (2.74) po x, dobivamo 


ja f£(x2|x,)dx,=1, a kombiniranjem formula (2.73) i (2.74) izlazi 
-oW 

x 
= :. f(toIx,)đt, R 


F(x2|x,) (2.75) 


Rubnu gustoću razdiobe a7 možemo primjenom formula (2.69) i (2.74) 
izraziti u obliku 


o 


£ — Fo o f (2.76) 


dia 
koji podsjeća na formulu za totalnu vjerojatnost (isp. formulu (1.20), 
paragraf 1.8). Zamjenom x, sa to i integriranjem (2.76) po t u gra- 
nicama od -e do ža, te upotrebom formula (2.75) i (2.70) dobivamo izraz 


za rubnu funkciju razdiobe 


o 


Fx (x) = g. 50 sa (2.77) 


2 
Analogno formuli (2.74) možemo napisati uvjetnu gustoću razdiobe slu- 


čajne veličine X, uz uvjet X 


27%2: 
EX, sk) 
z 14 
£(x,|x.) = rm: (2.78) 
ORE 
Ak 
O BU slučajne veličine Xu i x, nezavisne, tad primjenom (2.71) iz 
(2.74 e ; 
) izlazi £(x2lx,) = E, (2), a iz (2.78) £(x,|x,) = Eko ea)+ vi 


dimo 2 
da se u ovom slučaju uvjetne gustoće poklapaju s odgovarajućim 


(Bežuvjetnim) tubnim gustoćama. 


P « 
Kk Odjemo li og formule (2.78), pa za modifikaciju brojnika upotrije- 
bimo 
79 formulu (2.74), a nazivnik zamijenimo integralom iz (2.76), dobi- 


O formulu 
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ix, u lg 


£(x,|x.) (2.79) 


co , 


Ifa, ahstngl tpi, 


_o 


koja po obliku a i po načinu primjene nalikuje Bayesovim formulama 


(isp. (1.22), paragraf 1.8). 


Neka Ti 


postelje, izraženo u dijelovima sata nakon 6 sati, i neka T, bude inter 


Primjer 2.28. bude vrijeme kad student N ustaje jutrom iz 


val vremena, u dijelovima sata, od trenutka ustajanja do trenutka dola. 
ska studenta N na fakultet. Pretpostavimo da je uvjetna gustoća za T 


Ž 
uz uvjet T.=t, dana izrazom 


ko o1 
( 2t, 
bh 75 za 0<t,<2/3, 0<t.<il-t 
ed ša 2 nE 2 1 
£(t,|ty) = < (-t,) 
0 za ostale ti HE to FE 
dok je rubna gustoća za Ti 
| f£(1-t,)% za 0<t,<2/3 
fr tu) =1 
1 l 0 za ostale ti* 


Ako je jednog jutra studentu N trebalo 30 minuta da stigne do fakulteta, 
kolika je vjerojatnost da tog jutra nije ustao iz postelje prije 615 
sati? 

Područje ravnine R? na kome su gustoće 
pozitivne vidimo na Slici 2.36. Primjenom 
formule (2.79) valja naći uvjetnu gustoću 
razdiobe f(tilt2), jer nam je zadan uvjet 
T.=1/2, dakle treba sve promatrati na pravcu 


t.=1/2. Prvo izračunajmo nazivnik za t9=1/2: 





it, 

s ja ta = t 
I e je vati, ištodti O Wo y2 23 ! 4 
_ 81 _ 81 
= Date Tu 

Slika 2.36 


Nas zanima vjerojatnost P((T]<1/4)|(T2=1/2))= P(T,>1/4|T,=1/2), a ta 


se dobiva integracijom gustoće £(t1]t») za t2=1/2 u intervalu 1/4<ti“ 


m. 


ERNIRoNE= 


BI/2, koji je na Slici 2.36 posebno naznačen: 


1/2 2+ 


P(T,>1/4|T,=1/2) =/1/4 £(tylt2)dty= /1/4 17 1/2. M 


Definicijama 2.7 i 2.8 uveli smo pojmove n-dimenzionalnog slučaj- 


nog vektora (X]1X2,+++1%0) i pripadne n-dimenzionalne funkcije razdi- 


obe P(Xpržzr+ ++ rša) + Nakon što smo na dvođimenzionalnom slučaju upo- 


znali sve ostale najvažnije pojmove, sad ne će biti teško razumjeti 
analogne pojmove za n-dimenzionalni slučaj. Pri tom se uglavnom raz- 


matranja odnose na kontinuirane vektore, jer su oni za primjene i naj- 


važniji. 
Funkcija razdiobe P(XirXor+++1X0) nepadajuća je funkcija svakog 
pojedinog argumenta i neprekinuta je s lijeva po svakom pojedinom argu- 


mentu. Osim toga ima još ova svojstva: lim HAS SVE STEPENI NELE Ris 


X, >+-o 
k 


za k=1,2,...,n, što se drugačije bilježi F(x,,X «gk 


Psi o Nikki ode 


r%,)=0, a takodjer je F(e,e,...,e)=l. 

Izdvojimo li iz vektora (X) rXore++1X) bilo kojih m komponenata, 
l<m<n, dobivamo slučajni vektor čija funkcija razdiobe se lako može 
dobiti iz funkcije razdiobe prvotnog vektora. Uvijek možemo tako posta- 


Viti indekse, da izdvojeni vektor bude (X pržar+ ++ ža) + Njegova funkci- 


ja razdiobe je F(x 


0,0 


1121+ + 1% Mm/7! r.+..,p%), a nazvat ćemo je projeketj- 


Skom funkeijom razdiobe. Rubne funkcije razdioba Fx (x )=F(#,,...,%, 


Tr 


mn,...,e), r=1,2,...,n, samo su specijalni slučaj ovih projekcij- 


Skih funkcija razdiobe. 


Slučajne veličine X 


1! Ž2reeem XA nezavisne su u ejelint onda i 


s : š 
amo onda kada se pripadna funkcija razdiobe može faktorizirati u rub- 


x (x). Ako 


ne funkci je razdi š = 
Jl ioba: Pojeo, Mr (x2)...F : 


fun : 
kcija razdiobe ima mješovitu derivaciju 


n 
O PE. sšoraeerk_) 
DJE koza) = PŽ 
n ox IX... OK 
n 


... 1 





u čit 
o —7VOm prostoru R", osim možda na skupu SER" takvom da je 


=IL3B= 


P((X,,Xo,...,X,)€S)=0, tada ovu derivaciju nazivamo n-dimensztonalnom 
gustoćom razdiobe slučajnog vektora (X]ržor++- X) + Ako slučajni vekto, 
(X],Xar++<:%,) ima gustoću razdiobe £(Xržor+ + A) e tada je pripadna 


funkcija razdiobe 
"u a *n 
F(XirXor+.<1X ja fo gd osesd 


n o -o -o 


(2.80) 


«ssdtre 


gj I m i 


Neka je D područje u R", tj. otvoren i povezan skup točaka n-dimen. 


zionalnog euklidskog prostora, tada je 


P((Xh+X2r++.,Xa)ED) = ar ar ai ka + (2.81) 
Prema tome mora biti 
j umna ere = 1. 
(R") 


Komponente slučajnog vektora (X],X2,:<<1%,) nezavisne su u cjelini 
onda i samo onda, kad se n-dimenzionalna gustoća može faktorizirati u 


rubne gustoće: £(Xl,Xo,++.:%0) = Ta, re (265) s sra 


2 
dana dva n-dimenzionalna slučajna vektora (Xaržor+++ 1%) i (Yr +."0) 


fF 
2 Xa (%n) Neka su za 
sa svojim gustoćama razdioba £(X]1Xor+++1%,) d 9(YyrYzr+*<"Yp)* Ta dva 
slučajna vektora bit će nezavisna onda i samo onda, ako se gustoća raz- 
diobe h (Xp, + 1 nr YlrY2rć++1Yn) 2n-dimenzionalnog slučajnog vektora 
pms snom može faktorizirati u gustoće razdioba poje 
dinih n-dimenzionalnih slučajnih vektora: h (Xp rkore e Zn Yp+Y21+++1Yn)“ 
Sf (X],žor+++ 1%) 9(Y]+Y21:+*+:1Yh) jd 

Izdvojimo li iz zadanog n-dimenzionalnog slučajnog vektora (X] 1%2' 


1+...) m-dimenzionalni slučajni vektor (X,,X 


1! 21: * mi m<n, tada je 


pripadna projekcijska gustoća razdiobe 


o o (2.82) i 
Zi t 
En ŠT 121 +++ 1%) ME U ak mH 


Napose, rubna gustoća k-te komponente dobiva se (n-1)-strukom integra“ 


oo o 


fx = Fra Jet, rio oca izg ides rea IdE edit 86.9 


_ o -_o 


cijom 


..dt (2.83) 


1 





DBNLE= 


kelržree ee 


Neka je n-dimenzionalni slučajni vektor (XPrXar+ ++ %0) zadan pomo- 
Šu svoje gustoće £(X]rkore ++ ža) + Pretpostavimo da je n-m komponenata 
poprimilo odredjene vrijednosti: Xa, k=m+1l,m+2,...,n. Gustoća raz- 
diobe preostalih m komponenata naziva se uvjetnom gustoćom razdiobe i 


definira se izrazom F(Xl,Xor+++,ž 


ml Am+1'8m+2!***"%n) 


E (S ia rece +1 rd ra nisko) 
ed 2 m" m+1“ “m+2 n : (2.84) 


f... JE(tlrto,++. E 


—_o 


a m! Šm+1/8m+21!*** 180) dtndtm-i “dti 


Primjer 2.24. Jedan od najvažnijih primjera višedimenzionalne raz- 
diobe je n-dimenzionalna normalna razdtoba. Slučajni vektor bs 
ža) ima n-dimenzionalnu normalnu razdiobu, ako mu je gustoća razdiobe 


1 
exp (- ZDo(Xiršo, +++ 1%) 


F(X iržor+++1%,) = Pemmrn = = (2.85) 
gdje je exp z = a", Q (aos) S 05 aa kal Dux s Zo 2% 
li fi2 +: * fin 
sd i će (2.86) 
"Ri "42 sas di . 


Dip je kofaktor determinante D, koja ima svojstvo da je za svaki j,k 
. . 

Da D.D a i ia e zu 
ik 33 kk: Za sve elemente determinante D vrijedi FjkOTKJ! ikl<1+ 


j=1,2,...,n, mogu biti proizvoljni realni brojevi, a oj 


proizvoljni pozitivni realni brojevi. U izrazu za gustoću 


| 
Parametri đe, 


A... in, 


na 
lazi sen parametara aj, n parametara g, i (nŽ-n) /2 parametra r_., 
: & 
dakle n- 


r 


dimenzionalna normalna razdioba odredjena je s (nŽ+3n) /2 para- 


metr Sa : sa š R 
3. Njihovo dublje značenje objasnit će se tek kasnije. Za kvadrat- 


nu fo E 
tmu Dž ,Xarć. +90) može se pokazati da je pozitivno definitna 
(is 
'P. ie], str. 84) , što znači da je pozitivna za sve x_.#a., jel, s 
J 
*.;,n. n R 3 s 
c Iz ove PoOZzitivne definitnosti proizlazi da je D>0. Upotrijebi li 
se ma+ 


1 : i i 
ični prikaz kvadratne forme, izraz za gustoću n-dimenzionalne 





normalne razdiobe može se znatno pojednostavniti. Uvedimo oznaku 
£jg7le j=l,2,...,n, pa promatrajmo matricu M= [9.94"4x]- Znamo da je 
determinanta ove matrice IM|=ofo2...o2D, jer se iz j-tog retka može 
izlučiti sj za j=1,2,...,Nn, i iz k-tog stupca 54 za k=l;2;: (s hr a 
nakon toga ostaje determinanta D. Ako je matrica A regularna, tj. 
|A|#0, tada je inverzna matrica A'=[a,,/lal]", gdje je A,, kofaktor 
i-tog retka i k-tog stupca determinante lal, a T označava transpozici- 
ju. Primijenimo to pravilo na računanje inverzne matrice Mt, koja je 
regularna zbog D>0. Slično eia kako smo povezali determinantu |M| s 
determinantom D, kofaktor Mik može se napisati u obliku 19% o ADjK/ 
/9jox: pa je Msy/ IM]=D3y/ (05%,D) - Buđući da je matrica M simetrična, 
i njezina inverzna matrica je simetrična, pa transpozicija ne donosi 
nikakvu promjenu. Prema tome je u = [Dag/(050,D)]. Uvedemo li stupča- 
ni vektor x-a=[x,-a,], tada transpozicijom dobivamo redni vektor 
x '-a'. Sad je lako provjeriti da je 
B Q(Xy+eX2r++.iXa) 7 (x"-a")M"1(x-a), 
pa se gustoća razdiobe (2.85) može prikazati u obliku 
£(Xp,Eor.. 0X) 7 === m. 5(x"-a")M*(x-a)). X (2.87) 
V(2n) Im] 
Primjer 2.25. Razmotrit ćemo nešto podrobnije dvođimenzionalnu 


normalnu razdiobu. Stavimo li u (2.86) Fi27r, imamo B=i=-r*, D117D2271! 





DI27Do17-e, što uvršteno u (2.85) daje 
1 1 (*1-a,)“ (x1-a,) (x2-a2) 
Ne o sei ep kae aka 
2nojo,v1-r? LoO2(1-r*) \ si 12 


(x.-a j* 
+ = 
sz 


Geometrijski prikaz funkcije z=£(x,,X.) u trodimenzionalnom Kartezije- 
vu koordinatnom sustavu je zvonolika ploha koja se asimptotski pribli“ 
žava koordinatnoj ravnini z=0 kad Xi ili x, neograničeno rastu, a je- 


dini maksimum ima u točki u kojoj se izraz pod eksponencijalnom funk- 
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cijom poništava, dakle u točki X178], X,7a,. Kod ovog zaključka može- 
mo se koristiti činjenicom da je Q(x],%2) pozitivno definitna kvadrat- 
na forma, čiji je minimum u točki (a],a2), no to se i neposredno lako: 
vidi ako se uvede zamjena varijabli X1-817910COSG , X2-a27020Sine, 
jer je tađa Q(x,,X2)=p7(1-F+5in24), a ovaj izraz je zbog |r|<l uvijek 
pozitivan osim za p=0, kad je *I=au, Xoza, i Q(x],x,)=0. Uvedđenom 
transformacijom varijabli znatno smo olakšali traženje geometrijskog 
mjesta konstantne gustoće! Zaista, u 0X,X, ravnini jednadžba Q(x],x2)= 
=)? odredjeje krivulju drugog stupnja. Kad bi to bili pravci, hiper- 
bola ili parabola, točka na krivulji mogla bi postati proizvoljno da- 
leko od ishodišta. No iz transformacijom dobivene jednadžbe o=a/ 
/vi=rsin24 vidimo da je p omeđjeno kad & prolazi intervalom [0, 2q), 
što znači da jednadžba Q(x,,x,) = a.“ odredjuje kružnicu ili elipsu. 

No znamo da je to kružnica jedino u slučaju r=0, dakle za r#0 to će 
biti elipsa. Ako parametar A) mijenjamo, dobivamo familiju elipsa jed- 
nake vjerojatnosti. Za jedan fiksirani \ označimo skup točaka unutar 
elipse s D(A) = ((%*,:£2) [Q(z, 2). Tražimo vjerojatnost dospijeva- 
nja slučajnog vektora (X],X2) u područje D(2), P((X,,Xo)eD(A))=P(a). 
Tu vjerojatnost najlakše ćemo naći na slijedeći način. Poći ćemo daka- 
ko od formule (2.66), no izvršit ćemo već naznačenu transformaciju 
Varijahli. Ta transformacija zaista znači prijelaz od Kartezijeva ko- 
Ordinatnog sustava na eliptički koordinatni sustav, ali treba uočiti 
da elipsa jednake vjerojatnosti nije jedna od krivulja koordinatne 
mreže u tom novom sustavu, tj. ova elipsa nema jednadžbu o=konst..Ra- 


ču. ; , 
namo li jakobihn transformacije, odmah dobivamo 


2 2 

x Ip 3p 

= : = go 
XI 3x, rT2P 
3 3 


Uveq | ——————— 
mo li još oznaku s=Y1-rsin20, zbog čega je p=A/s, možemo dalje 


Buti ovako 
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1 1 
P()) = ——— [ ] ex» |- ————> 0(ž,,x | dx dx, = 
21opo,vI=rZ D(2) 2(1-r*) pa viša 


2mn Vs Ki 2 Fr s 2 2qm 
Kk JI ex»|- e, pdpdo = K, e exp - —_=)i 
o [o] 


o 2(1-r“) 2(1-r*) 


ti 


s 

gdje je K,=Y1-r2/2". Preostali jednostruki integral dođuše pripada 
elementarnim integralima, integrand je racionalna funkcija trigono- 
metrijske funkcije, no taj bi posao ovdje bio suvišan, buđući da iz 
vjerojatnosnih razloga znamo da P(A)+1 kad 1+e, jer D(e) je čitava 
ravnina i. pa integral pomnožen s Ki mora dati 1. Tako konačno do- 


bivamo 
P(A) = 1 - sedla Šo h | 
ko 2ieeškA 


(2.89) 


Primjer 2.26. Potražit ćemo rubne gustoće razdioba dvođimenzio- 
nalnog slučajnog vektora (X],X2) s normalnom razdiobom. Pritom, dakako, 
polazimo od gustoće (2.88) i primjenjujemo formule (2.69). Da bi dobi- 
ii ar preinačit ćemo izraz pod eksponencijalnom funkcijom u 


(2.88) nadopunivši posljednja dva člana do potpunog kvadrata: 











i (x.-a ? X.,-a X,-a, a 

: 1 > Q,x,) = iL Mesž, EA +( , SKA = 3 | 

2(1-r“) 2(1-r“) oi 2 1 

2 
(x,-a,) (x,-a2) 
= E ela la —— 2 2 , gdje je a, =a s r(X]-a,) 92/9 m 
Žet 2(1-r') a2 ; 
Nadalje je 
(x,-a,)2 e [ (,-a)? 

fx (x) = — os - kar a i ne or jexo - 2 5— dx. 

1 9, 2m 2o1 s,Y2n(1-r*) -o 2(1-r jež 


Uvrstimo li medjutim u (2.38) a=a, i o=g,v1-r?, pa integriramo tako 
dobivenu gustoću preko čitavog brojevnog pravca, moramo dobiti i. 
Prema tomu je tražena rubna gustoća 


(x,-a a 
— e hu ke E (2.90) 
že! 





ff, (x,) = 
m o,v2n 


Uporedimo li to s (2.38), vidimo da komponenta ži ima opću normalnu 


razdiobu N(ay,9?). Posve slično se pokazuje da i komponenta X, ima 
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opću normalnu razdiobu, ali s drugim parametrima: N(a2,92). Općenito 


se može dokazati da svaka komponenta n-dimenzionalnog slučajnog vek- 


tora (X :ž21.:+1%0) s n-dimenzicnalnom normalnom razdiobom (2.85) ima 


takodjer normalnu razdiobu, i to komponenta XL ima razdiobu N(a,,0%), 


k=lr2žr...,n- N 


Potražimo nužđan i dovoljan uvjet da komponente Xi i X, dvodđimen- 


zionalne normalne razdiobe s gustoćom (2.88) budu nezavisne. Primjenom 
uvjeta (2.71) odmah vidimo da taj nuždan i dovoljan uvjet glasi r=0. 
Kasnije ćemo pobliže razmotriti značenje parametra r koji se naziva 
koefteijentom korelacije slučajnih veličina XLixX, 
da je on neko mjerilo (stohastičke) zavisnosti slučajnih veličina X 


a već sad vidimo 
1 
m ža. 

Primjer 2.27. Pretpostavimo da slučajni vektor (X],X2) ima dvo- 


dimenzionalnu normalnu razdiobu (2.88) sa 9,=0,=0, i neka su komponen- 


.te *1 i X nezavisne, dakle r=0. Tada se elipsa jednake vjerojatnosti. 


iz Primjera 2.25 pretvara u kružnicu jednake vjerojatnosti čija je jed- 
nadžba (x1-a,)* + (x-a)? = o2)2. Polumjer ove kružnice označimo s 
pP=oA, gdje o nema isto značenje kao u Primjeru 2.25. Polumjer p možemo 
shvatiti kao odredjenu vrijednost jedne nove slučajne veličina & koja 
E u strogoj funkeltonalnoj vezi sa slučajnim veličinama XI i Xa, 
R = (x,-a,)? + (x9-a,)*. Ovakvim vezama izmedju slučajnih veličina 


naime 


bavit ćemo se u slijedećem paragrafu. U ovom primjeru možemo bez pote- 
škoča doći do razdiobe slučajne veličine R. Zaista, vjerojatnost da 
Slučajna veličina R poprimi vrijednost manju od p, P(R<p), jednaka je 
Yjerojatnosti da slučajna točka (X,,X,) padne u krug omedjen kružni- 
“om jednake vjerojatnosti polumjera p=gA (radi se o ekvivalentnim slu- 


čajn < SRNA 
Inim dogadjajima), a ova je na temelju (2.869) jednaka P(A) za A=p/9 


i r=0, dakle 
2 


F(b) =1- exp(- -- ) . 
. 202 
Vo g Ks z Zo 
i Je funkcija razdiobe slučajne veličine R, a pripadna gustoća raz- 
Šiobe glasi 





=a 2 
ži «kefe, (2.91) 
ož 


Usporedjujući ovaj rezultat s izrazom (2.46) vidimo da se tu rađi o 
Rayleighjevoj razdiobi slučajne veličine R.N 

Primjer 2.28. Neka slučajni m. (X],%2) ima dvodimenzionalnu 
normalnu razdiobu (2.88). Uvjetnu gustoću razdiobe £(x2lx,) dobit 
ćemo primjenom definicije (2.74) te formula (2.88) i (2.90). Nakon 


sredjivanja dobivamo 








£ (26. pi) 
jeka: (aj je 
£(x2|Xp)" -—€ I.) - 
X 1 
1 
(24 
id ; xX,-a x.,-a : 
m nap = — ml" z : = Z 2) a (2.92) 
o,V2n(1-r?) 2(1-r“) 1 2 /- 
Stavimo li ovdje r=0, izlazi £(x21x,) = fx (x2), što i mora biti jer 
2 


su tada slučajne veličine XI ix, nezavisne. » 


2,4, FUNKCIJE SLUČAJNIH VELIČINA 


KS 


Izmedju slučajnih veličina mogu postojati dvije vrste zavisnosti: 


stohastičke i funkcionalne. Stohastičkom zavisnošću bavi se teorija 


regresije i korelacije. Mi ćemo u ovom paragrafu proučavati funkcio- 


nalnu zavisnost slučajnih veličina. Ovu zavisnost vrlo je lako intui- 


tivno razumjeti. 
Zamislimo da neki automat proizvodi istovrsne osovine. Jasno je 


da sve te osovine ne mogu imati savršeno jednake promjere. Postojat 


će veća ili manja odstupanja od nekog srednjeg promjera. Teoretski, 
promjer pojedine osovine mogao bi biti bilo koji pozitivni real 


Sve ove promjere možemo smatrati vrijednostima neke kontinuirane slu? 


čajne veličine D. Kako mjerimo promjere odredjenih slučajno odabranih 


osovina, tako dobivamo odredjene vrijednosti slučajne veličine D. NO 


umjesto promjera mi bismo mogli promatrati površine presjeka (okomi- 


tih na os) ovih osovina. Te površine možemo shvatiti kao konkretne 


ni broj: 


oFinkcija slučajne 


funkcija, 
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jednosti slučajne veličine P. Izmjerimo li promjer odredjene oso- 


vri 


vine, slučajna veličina D poprimit će odredjenu vrijednost d, no i 


slučajna veličina P poprimit će odredjenu vrijednost d2n/4. Izmedju 
ovih slučajnih veličina postoji dakle stroga funkcionalna veza, koju 
simbolički izražavamo jednadžbom P = D2n/4. Tu vezu stvarno treba 
shvatiti kao strogu funkcionalnu vezu medju vrijednostima promatra- 
nih slučajnih veličina. Problem se sad sastoji u tome: kako naći za- 
kon pazdiobe (tj. bilo funkciju razdiobe bilo gustoću razdiobe) slu- 
čajne veličine P, ako je poznat zakon razdiobe slučajne veličine D. 

U našem primjeru P je takodjer kontinuirana slučajna veličina. 
Medjutim, problem bi se mogao postaviti nd slijedeći način. Mjereći 
promjere, osovine svrstavamo u tri kategorije: osovine, čiji promjeri 
padaju u područje tolerancije neka pripadaju kategoriji I; osovine, 
čiji su promjeri veći od gornje granice tolerancije ( i koje se dalj- 
njem obradom mogu popraviti) neka pripađaju kategoriji II; osovine, 
čiji su promjeri manji od donje granice tolerancije (koj dakle čine 
"škart") neka pripadaju kategoriji III. Sad možemo definirati slučaj- 
nu veličinu K, koja poprima vrijednosti 1, 2 ili 3 prema tome da li 
slučajno odabrana osovina pripada kategoriji I, II odnosno > Vidi- 
mo da postoji stroga funkcionalna veza izmedju vrijednosti slučajne 
Veličine D i vrijednosti slučajne veličine K. To kraće pišemo K=4(D). 
Ovdje je K diskretna slučajna veličina i treba znati naći njezinu 
fazdiobu, ako je poznata razdioba slučajne veličine D. 
| Intuitivni način razumijevanja nekog područja primijenjene matema- 
tike neophodan je ako netko mora brzo i efikasno rješ i 

rješavati konkretne 


Problem 
mima s : 
, no tu mnogo pomaže poznavanje teoretskih osnova, što stvara 


Neophodni la«as 
. + osjećaj sigurnosti u rađu. Zato valja znati što je stvarno 


veličine, kad znamo da je slučajna veličina zapravo 


Neka 3 : 
je zadan prostor vjerojatnosti (9, A, P) i na njemu slučaj- 


Eliči : 
s čina x kao preslikavanje X:Q-R. Neka je poznata i pripadna 


-138- 


funkcija razdiobe vjerojatnosti Fx(x). Neka je S=X(Q) skup vrijednosti 
slučajne veličine X. To je jedan podskup skupa R realnih brojeva. Neka 
je na S definirana realna funkcija 4:S>R, čije vrijednosti označimo s 
y=9(x). Ova funkcija neka ima slijedeće svojstvo: za svaki yeR skup 
T = (x|xeS, 0(x)<y) je unija (otvorenih, poluzatvorenih ili zatvore- 
nih) intervala. Promatrajmo funkciju Y na skupu 2, koja je definirana 
kao slaganje (kompozicija) funkcija 
Y= 0X. 
Na drugi način to možemo izreći ovako: ako je w proizvoljni element 
iz 2, tada je Y(u)=4(X(u)). Y je dakle složena funkeija definirana na 
skupu Q. Promatrajmo nadalje skup A,(y) = fulo, Y(o)<y)] = folven, 
, G(X(u))<yl]. Može se dokazati na temelju svojstava funkcija # i X 
(izmjerive funkcije), da za svaki yeR skup A4 (y) pripada polju dogadja- 
ja A. Ali to znači da je Y slučajna veličina i đa se za nju može naći 
funkcija razdiobe pomoću vjerojatnosti iz zadanog prostora vjerojat- 
nosti: Fy(y) = P(Ay(y)). Vezu izmedju slučajnih veličina X i Y u teo- 
riji vjerojatnosti pišemo kraće Y=0(X), pa izraz za funkciju razdiobe. 
slučajne veličine Y možemo zapisati u skraćenom obliku 
Fy,(y) = P(Y<y) = P(0(X)<y). (2.93) 

Dobivena formula je univerzalna u tom smislu što vrijedi za sve 
vrste slučajnih veličina. 

Pretpostavimo da je X diskretna slučajna veličina s matricom raz“ 
diobe (isp. (2.12)) 


Pao a * 


X =| : ) 
SProPa Pa: 


Neka je & stanovita realna funkcija definirana na skupu vrijednosti 


(Zg: Zar Xgree> ) slučajne veličine X, i neka je Yx79 (xp), k=1l,2,3,.:"“ 


Realni brojevi Ze Žar far. ne moraju biti svi različiti, što znač* 
da funkcija & ne mora biti injektivna (pa dakle ne mora imati inverznv 
funkciju). Reduećranjem niza (Ya zvat ćemo odabiranje svih onih čla“ 


: ad mE je 
nova koji imaju medjusobno različite vrijednosti i njihovo uredjivanj 





=139= 


Bo veličini. Mi naime pretpostavljamo da je funkcija + takva da je 
ova redukcija izvediva. Iako bi reducirani niz mogao biti dvostrano 
beskonačan, pretpostavimo radi jednostavnosti diskusije da je on obli- 
a “m Yo, Y3, ... , pri čemu je HjSNgSNgS ++ . Pretpostavimo da su 


, k=1,2,3,..., sve one vrijednosti slučajne veličine X za koje. 


xi. a 
J, u . j . 
je (x, Bes 1 j3=1,2,3,... . Tada je jasno da je 
Je 
+ 
(Y=Y.) = (X=x, hođ+ (X=x, MOE naca 


j,l 3,2 
particija lijevog dogadjaja u zbroj u parovima disjunktnih dogadjaja. 
Uzimajući vjerojatnosti s lijeve i desne strane dobivamo 


P(Y=y.) = PiX=x, )+PiXex, )+..., 


j,l j,2 
pa tako funkciju vjerojatnosti slučajne veličine Y=0(X) možemo izra- 
ziti pomoću funkcije vjerojatnosti slučajne veličine X 


ERE pegle) + Pzlxy. dit +... =pP, 


1 


: : + P di gas E 
j,1l j,2 j,1 


la 
3,2 


oj (2.94) 


j,k 
Ovu formulu mogli smo izvesti neposredno iz (2.93), no kadgod se radi 
O funkciji vjerojatnosti za diskretne slučajne veličine, izravni postu- 
pak je uvijek pregledniji zato, što on upravo pokazuje put kako se 
rješavaju konkretni problemi. Rezimirajmo opisani postupak. Neka je 
diskretna slučajna veličina X zadana svojom matricom. Primjenom funk- 


cije 4 dobivamo u općem slučaju pomoćnu matricu 


$ (x) $(x.) $(x2) +... 


Pi P2 P3 .a. 
a N + 
koj može biti i neredđucirana. Nadjimo najmanji broj u prvom retku ŠI 
i njem x A I 
u pridružimo zbroj vjerojatnosti iz svih onih stupaca kojima se 
U Prvom r 
3 etku 2 n ri . . £ m ps 
p nalaze brojevi jednaki Yi+ Zatim potražimo prvi slijede- 
ći Po veliči ij vi i i 
Z. ini broj Y2 u prvom retku i nastavimo postupak dalje dok 
ne SCcr A Š 
Pimo sve brojeve iz prvog retka. Time dobivamo reduciranu ma- 


trio : a 
ticu koja pripada slučajnoj veličini Y=4(X): 


y! Yy: 4 
"a ( ] 2 Y3 sa» 
Pi Pz Pavo 
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LA 
. = P. *F* Pi E ooaća sa 
j ij,1 ij,2 

Primjer 2.29. Zadana je slučajna veličina 


gdje je prema (2.94) p 


x -( -2_ -1 0 1- 2 
1/2 1/6 1/6 1/12 1/IZ) 4 
a treba naći matricu razdiobe slučajne veličine y=x2, Tu je dakle 


kitsx)=x*, pa pomoćna matrica glasi 


( 4 1 0 1 4 ) 
1/2 1/6 1/6 1/12 1/12). 


Nakon reduciranja dobivamo 


saf? 1 4 ) 


\1/6 1/4 7/12 M 


Primjer 2.350. Slučajna veličina X ima razdiobu 
+ 
Xhož, o žao. ) 
Phodz da 
"Treba naći razdiobu funkcije Y=aX + b, gdje su a i b realne konstante, 
a#0. Pretpostavimo da je a>0 i Ki<ko<ko<e.. Tada je ax,t+b<ax.+b<..., 


a pomoćna matrica je istovremeno i reducirana matrica slučajne veliči- 


ne Y: mm (ax]+b ax,+b ax,+b pm ) 


! 


Pi P2 P3 +... mI 


Primjer 2.31. Slučajna veličina X ima geometrijsku razdiobu s 


p=“q=1/2, isp. (2.33), 


ćo4 2 3 š n za 
slugi 2 3 n 
\17/2 1/2 1/2 adatać ŽE. ose : 
Neka je Y=sin 7 X Umjesto ispisivanja nereducirane matrice za Y, 
ovdje je bolje pomoći se Slikom 2.37. 
Jedine vrijednosti 
slučajne veličine Y 


su -1, 0 il. Vidimo 


da je 





(Y=-1) = (X=3) + (X=7) + ... > 


Slika 2:37 


dakle py(-1)=px(3)+Px(7)+...= 172% 4 1/27 &az/zii 2/15; 
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[M=0) = (X=2) + (X=4) +... 
i prema tome 
Py (0) = Py(2) + Pxl4) +... = 1/28 + 1/24 + 17254... = 1/3; 
konačno iz (Y=l) = (X=l) + (X=5) + ... proizlaži 
Py(1) = Px(1) + Pyx(5) + Px(9) +... = 8/15. 
Tako smo dobili matricu slučajne veličine Y 


v=(7 0 1 
\2/15 1/3 8/151. 


Nakon provedenih računa korisno je izvršiti provjeru, da li je zbroj 
brojeva iz drugog retka matrice jednak jedinici. Ovdje je zaista 


Py(-1) + Py (0) + Py (1) =1.MN 


Razmotrimo sad funkcije od jedne kontinuirane slučajne veličine. 
Neka je slučajna veličina X zadana svojom gustoćom razdiobe £2(x) i 
neka je pripadna funkcija razdiobe Fy(x). Neka je Y = 4(X). Kao što 
znamo, to ne znači ništa drugo nego da je veza izmedju vrijednosti 
promatranih slučajnih veličina dana jeđnadikom pays). Za funkciju % 
pretpostavit ćemo da je neprekinuta na jednom intervalu I realnih bro- 
jeva, koji pokriva skup vrijednosti S kontinuirane slučajne veličine 
X. Dakako, ako je S=R tada će biti I=R. Fiksirajmo realni broj yi 
POtražimo skup svih rješenja nejednadžbe #(x)<y, koja pripadaju skupu 
I. Taj skup će biti 
unija (otvorenih) in- 


BEiVala kao što se ra- 





Zabire sa Slike 2.38, 
a može se i lako doka- 


Zat: 
Zati. Tako dolazimo do 


Prikaza dogadjaju 





Ay (y) Ekvivalentnog 


Slika 2.35 
(konačnog ili beskonačnog) zbroja u parovima 


Posadjaja (Y<y) u obliku 
Slojunktnih dogadjaja 


(Y<y) = (x,< X < xi) + (x2< X < x) S REL: 
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Uzimajući vjerojatnosti ovih dogadjaja i upotrebljavajući vezu izmedju 
tih vjerojatnosti i funkcije razdiobe, dobivamo 
- Fx(x2) dak . 42.495) 


Fy(y) = Fx(*i) - Fy(Xi) + Fx(x2) 


Razmotrimo nekoliko posebnih slučajeva. 

Neka je na I funkcija o striktno monotono rastuća. Tada postoji 
inverzna funkcija Kk koja je takodjer rastuća i fiksiranom y odgova- 
ra x=4 1(y). Sad se (2.95) svodi na jednadžbu 

-1 
Fy(y) =F (x) = Flo (y)). (2.96) 


X 
Uz dodatni uvjet da je e derivabilna funkcija na S, deriviranjem (2.96) 


dobivamo vezu izmedju gustoća razdicba 


-1 đ,-1 
£7(y) = £g(67 ()) gg bv) > (2.97) 


Neka je sad & na I striktno monotono padajuća funkcija, i neka je 


za fiksirani y pripadni x=47"(y). Tada je (Y<y) = (x<X<x'=*), pa iz 
(2.95) izlazi 
= = KE a =1 
EAyy=1- ps sa Fx(6 (y)). (2.98) 
Ako je usto e derivabilna na S, đeriviranjem (2.98) dobivamo vezu 


izmedju gustoća razdioba 


-1 2 d,-1 
f£y(y) = - fy(+ (y)) -2y (y). 


No budući da je i a. striktno monotono padajuća (kao inverzna funkci- 


ja striktno monotono padajuće funkcije), te joj je derivacija negativ- 


na za svaki y, možemo pisati 


(2.99) 





Ely) = fx 7 ty) lado 1 
Formula (2.97) ostala bi dakako valjana i u slučaju da se umjesto 
derivacije stavi apsolutna vrijednost derivacije, jer je ta derivaci- 
ja stalno pozitivna. Dakle za obje vrsti striktno monotonih funkcija 
d vrijedi formula (2.99). Ovu formulu možemo izvesti na još jedan 
način. Dogadjaji (x<X<x+A4x) i (y<Y<y+Ay) medjusobno su ekvivalentni 
ako je y=6(X), y+rAy=e(X+4x), i ako je o striktno monotona i nepreki- 
nuta funkcija na intervalu I koji pokriva skup S vrijednosti slučajne 


veličine X. Vrijedi dakle P(x<X<x+AXx) =P(y<Y<y+4y). Podijelimo tu jed" 


pakost sa |ay| i napišimo 
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: 1 P(y<Y<y+4y) = : P(x<X<x+4x) še 
BE TEST TEXT dy] 


te pustimo da Ay+0 i primijenimo formulu (2.25). Uz pretpostavku da 


je da derivabilna funkcija, dobivamo 
£y(y) = £x00 [$€] = £g(47" 0) aš o] ' 
y 

Primjer 2.32. Neka slučajna veličina X ima jednoloku razdiobu u 
intervalu (0, 1). Treba naći gustoću razdiobe slučajne veličine Y=x". 
ovdje je fx(x)=1 za O<x<l, fx (x)=0 za ostale x. Takodjer je g (x) =x2 
u intervalu (0,.1) neprekinuta i striktno monotono rastuća funkcija, 
pa možemo primijeniti formulu (2.99). Potrebno je još mmm da 
je 6" (y)=/y i prema tome. a2 $77(y)= 1/(2/9). Tako dobivamo . 

: ( 1/(2/y) za O<y<l 
vY) = l 
za ostale y. 

Primjer 2.33, Razmotrit ćemo tzv. linearnu transformaciju konti- 
nuirane slučajne veličine. Neka slučajna veličina X ima gustoću raz- ' 
diobe fx (x). Kako glasi gustoća razdiobe za Y=aX+b, gdje sua ib 
realne konstante, a#0? Budući da je ovdje #(x)=ax+b striktno monotono 
rastuća funkcija na R za a>»0 i striktno monotono padajuća funkcija 
na R za a<0, u oba slučaja možemo primijeniti (2.99). Imamo «1 im= 


pram d -1 
(y-b)/a, dy * (y)=1/a. Stoga je 
5% -b i 
Šet! = Tar fi) . 2 (> (2.100) 


Primjer i sagi 
Jer 2.34. Neka slučajna veličina X ima opću normalnu razdiobu 
N(a,o2) 


diobu 


Kaže se da slučajna veličina Y ima Zogaritamski normalnu raz- 

ako j = j 3 
, O je lnY= X, tj. ako je Y=e*, Ovdje je $ (x) =e* striktno 
monotono + 

astuća f ij je i i i 

om unkcija na R, takva je i pripadna inverzna funkcija 
m. Ny, u intervalu (0,e). Primjenom formula (2.99) i (2.38) do- 
bivamo 


4 
' fy(y) = 


i 
Za 0<y<e, 





i (iny- a)? 
exp(- 3172-44 
=: ši iak. (2.101) 

fy(y)=0 za ostale y. 


fitams 1 
ki normalna (lognormalna) razdioba ima mnoge važne primjene 
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Po njoj se ravna razdioba veličina čestica pri drobljenju, razdioba 
količine kemijskih elemenata i minerala u vulkanskim stijenama, raz- 
dioba gustoće riba u moru (u vertikalnom smjeru, računajući od povr- 
šine mora nadolje), itd. M 

Pretpostavimo da kontinuirana slučajna veličina X ima skup vrije. 
dnosti S koji sadrži i pozitivne i negativne brojeve. Neka je zadana 
gustoća razdiobe fx (x) i funkcija razdiobe Fx(x). Valja odrediti gus- 
toću razdiobe slučajne veličine Y=x2. Ovdje funkcija ples? nije 
monotona na skupu S. Za y>0 sva rješenja nejednadžbe x2<y nalaze se 


u intervalu (-/y,/y), pa primjenom (2.95) dobivamo 


Fy(y) = Fx(yy) - Px(-YY), 
odakle deriviranjem po y izlazi 
da 4: — — 
£,(y) = > |f£(/y) +€£ (| , (2.102) 
Y 2/y L X X 


za y>0. 

Napomena. U buduće ćemo smatrati da je gustoća razdiobe jednaka 0 na onim inter- 
valima, koji pri definiranju gustoće nisu navedeni. Tako primjerice za gustoću 
(2.102) vrijedi fy(y)=0 za y<0. 

Valja 


Primjer 2.35. Slučajna veličina X ima opću normalnu razdiobu N(a,o2). 


naći razdiobu funkcije Ker“. Primjenom formula (2.102) i (2.38) dobi- 





vamo 2\ Ž — 2 
£,(y) = = | =sol- RE if «xpla (Vy_+ a) |- 
2/y ov2q \ 2o? / \ 2g? 


2 
za ip y1/2 exp|- VE jrohtavg/o2), y>0. 
ov2n 20? 


Ako napose slučajna veličina X ima standardnu normalnu razdiobu N (0,111 
stavljajući a=0, o=1l dobivamo 


i ge e"Y/2 


tis) = y>0. (2.103) 


2q 

Ovo je gustoća gama mere za parametre a=1/2 i 1=1/2, isp. (2.43): 
Da bi se uvjerili u to potrebno je samo znati da je T(1/2)=Y, što Jf 
objašnjeno u diskusiji o gama-funkciji pod B4. Razdioba Stuđenta, pa“ 


ragraf 2.2. Tako smo pokazali da Y=x2 ima gama razdiobu, ako X ima 
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standardnu normalnu razdiobu! 

primjer 2.36. Kontinuirana slučajna veličina # ima gustoću razdi- 
obe £,(9) i funkciju razdiobe F,(9). Treba naći razdiobu slučajne ve- 
ličine X = r+cos#. U suglasnosti s izvodom formule (2.95), valja odre- 
diti skup svih rješenja nejednadžbe r+cose <x za jedan fiksirani x iz 


intervala Er rs) Tu će nam pomoći Slika 2.39. Ovdje je 





Slika 2.39 


$,=arecos(x/r), 


vj 
$,=2(k+1)"-arccos(x/r), k=...,-2,-1,0,1,2,..., a radi se s glavnom 


, 
$i=2n -arccos(x/r) i općenito Px=2kT +arccos(x/r), 


vrijednošću funkcije arkuskosinus. Primjenom formule (2.95) nalazimo . 


o 


Ho(x)= 
xo=1 


=-o 


(F,(2(k+1)n -arccos(x/r)) - F,(2kr+arccos(x/r))), 


Odakle deriviranjem po x izlazi 


= ho (f,(2(k+1)n -arccos(x/r)) + f,(2kr+arccos(x/r))) 





f(x) = 





za : = i ia 
Ix|<r. Ako se želi nešto sažetiji oblik, može se primjenom jednako- 


Sti arecos(-z) =: 


-arccosz dobiti 


Bio Los" 
Ex) = y _. Želkr + arccos((-1)*x/r)), za [x|<r. 


Slič 
ičnom metodom za funkciju Y =rsine dobili bismo 


Ed 


Vr2-yZ  k=-e 





Ely) = £, (kn + (-1)"aresin(y/r)), za |yl<r. 


Ako , 
“ PaPose slučajna veličin 


sa M), a treba naći razdiobu za X 
je £ = 
0(9) = 


a e ima jednoliku razdiobu u intervalu 


7zrcose , ustanovit ćemo najprije 
za 0<e<2q=. Sad je prikladnije raditi s opširnijim 


aZom z je 3 i 
a f(x), gdje je lako pokazati da jedini član dvostrano bes- 
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konačne sume koji je različit od 0 dobivamo za k=0, i taj iznosi mjenom Heavisideove funkcije možemo pisati 


= + — = z . To je zato što se jedino za k=0 argumenti od £4 nalaze 


u intervalu (0, 2m), jer je za |x|<r_ O<arccos(x/r)<n. Tako dobivamo 


*, 


Pyly) = H(y)_[ £yGodx + B(y-0(0t9)) |FyW""(y)) - P,l2o)], 


raz na desnoj strani vrijedi 
£2(x) = i»; izjem (2.104) 
mvr2-x2 : 


za -e<y<*. Valja primijetiti da 


s 13 4 v)\ i . s 
Interesantno je da se uz istu jednoliku razdiobu slučajne veličine %, : kcija Ppdlobe Py (y) u ishodiš- 


gustoća razdiobe funkcije Y =rsino ravna po istom zakonu (2.104): d može pjati pr "g. zapani mi 


da li je $ EA (x)dx>0, pa je 


pu 
dk = lyl<r. 


mem o kod M idile razdiobe ovaj 


'ral množen s H(y). Derivira- 





Razmotrimo problem: Slučajna točka pada na kružnicu polumjera r 
u okviru teorije distribucija dobivamo Slika 2.40 
zg i 


Boi ui žgikidx + 5(y-w(x0)I(F4(W7"(y)) - Fulx0)) + 


s jednolikom razdiobom vjerojatnosti po duljini luka; treba naći raz- 
diobu vjerojatnosti projekcije te točke na fiksirani promjer. Postavi- 


mo kružnicu u Kartezijev koordinatni sustav OXY tako da joj središte a 


o 


ao ko 3 a ; ' ZM(&o)) _£ (9774 )) =. -1 s: 
bude u ishodištu 0, a slučajna točka na kružnici neka ima koordinate "x" Oggy voy) = 61v) ji fx (x)dx + 
-o 


(X,Y). U ovom problemu traži se razdioba slučajne veličine X =rcose$, 


+ H(y- sl, jod SI 
gdje & ima jednoliku razdiobu u intervalu (0, 2"). Rješenje je dano (y viz) fl (y)lay vo (y) 


Og računa upotrijebili smo dva pravila iz teorije distribucija: 


P Z-Zoh = (zu), 0+8(z-z,) = 0. 


formulom (2.104). Isporedi takodjer Primjer 2.10. Napomenimo da se do 


izraza (2.104) može doći na jednostavniji način. Obzirom na Sliku 2.39 Prvo pravilo vrijedi uz stanovi- 


ničenj i3 A 
očito je (X<x)=(0,<0<41), pa uzevši vjerojatnosti ovih dogadjaja i enja na funkciju 1(z), što ovdje ne ćemo podrobnije objašnja- 


iskoristivši činjenicu da # ima jednoliku razdiobu u intervalu (0,27) 
: X ' 
m orkje rao . EY) = 8(y) [| £lix)dx + H(y)£ (9 (izd vri i 
' Zi! 1 sa 9 x (0 (y)lgs 6 ly), yeR. 
riži = Pijte: “Uo zarccos(x/r), Ixl<r, : Y 





ad smo i JN 
odakle deriviranjem po x izlazi (2.104).X proučavali samo funkcije jedne slučajne veličine. Za 


€ su mož j žnidć MEA KaA 
Primjer 2.57. Slučajna veličina X ima gustoću mmm me £(%) i da još važnije funkcije više slučajnih veličina. Pro- 


O u čemu 
funkciju razdiobe F,(x). Traži se razdioba slučajne veličine Y=0(X): se sastoji opći problem. U prostoru vjerojatnosti (9 
LA 


1 P) zadan 
je n-dimenzionalni diskretni ili kontinuirani slučajni 


gdje je (viz), x2x., B 


e(x) = 
1 0, X<x,, 


a w(x) je striktno monotono rastuća i đerivabilna funkcija u interval" 


21<..,X_) svojom funkcij j j i 
m cijom vjerojatnosti PiXirX2,++ <.) 


gustoćom razdiobe £ 
(X prXore..,X0) + Neka je na R7 zadana realna 


ija g: RR ; 

imade. Graf funkcije (x) viđimo na Slici 2.40. Jasno je da je za 9, čije vrijednosti označavamo s $(X],X2,...,X_), ako 
n 1 
is re... X od 4 a u 

y<W(x,)  (x<y) = (X<x.), a za y>w(x,o)  (Y<y)=(X<x,)+(X,<X<v bay). 2 Pa redjeni realni brojevi. To je dakle realna funk- 


.pišemo y = B(X i eXo, +++ 


. 
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cija n realnih varijabli. Definiramo sad realnu funkciju Y na £ kao 


slaganje funkcija Y = 0+ (Xgržar+ ++ 1X)» pri čemu je Y(u) = $(X] (0), 


X2(0),.-.,%,(0)). Neka je y proizvoljni realni broj, pa promatrajmo 


skup A,(y) = (vloe, $(Xj(u),X2(0),...,X,(u))<yl, koji je očito pod. 


skup od Q. Za e ćemo dozvoliti samo takve funkcije da za svaki yeR 
Ay (y) bude dogadjaj iz vt. Tada će Y biti slučajna veličina na zada- 
nom prostoru vjerojatnosti. U teoriji realnih funkcija pokazuje se 


da &# mora biti izmjeriva funkcija na R", Ako je (X],X +2) konti- 


2. 
nuirani slučajni vektor, a želimo postići da Y bude kontinuirana slu- 
čajna veličina, moramo postaviti mnogo oštrije zahtjeve na funkciju 
ć, primjerice da ima neprekinute prve parcijalne derivacije po svim 
varijablama itd. Postavlja se problem kako s pomoću n-dimenzionalne 
gustoće £(X],X2,++-,%.) dobiti gustoću razdiobe £y(Y) slučajne veli- 
čine Y, koju nazivamo funkcijom slučajnih veličina SE STAV * i 
2. sE No problem se može još poopćiti. Može 
biti zadano m funkcija dx: 'R">R, k=1,2, 
k=1l,2,...,m, budu komponente jednog m- 


ličine YX= gao sveze 


dimenzionalnog slučajnog vektora, pa treba odrediti m-dđdimenzionalnu 


sje 


gustoću razdiobe fylYy+Y21++**.Ym) tog vektora uz pomoć zadane razdio- 


be £(x],x '*=n) i zadanih funkcija u k=1,2,...,m. 


2neee 
Detaljno ćemo proučiti funkcije dviju kontinuiranih slučajnih ve“ 


ličina, jer su one za primjene najvažnije. Slučajni vektor (X,Y) neka 


ima gustoću razdiobe f£(x,y). Treba naći razdiobu slučajne veličine 


Područje 


Z = 6(X,X). Svojstva funkcije e bit će utvrdjena kasnije. 
vrijednosti slučajnog vektora (X,Y) 
označimo sa S. To je jedan podskup 
od g? viđi Sliku 2.41. Odaberemo 
li proizvoljni z iz stanovitog in- 
tervala (21122), tada funkcija + 
mora biti takva da jednadžba 


$(x,y)=z odredjuje krivulju koja 





..,m, takvih da slučajne ve- 
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odručje S presjeca u dva dijela. U jednom dijelu je #(x,y)>z a u 
arugom e(x,y)<z. Nadalje pretpostavljamo da je za svaku točku pod- 
ručja gs moguće naći z tako da krivulja $(x,y)=Z prolazi tom točkom. 
Iz postavljenih uvjeta proizlazi da svakom točkom područja S prolazi 
točno po jedna krivulja e(Xx,y)=Z. Drugim riječima, čitavo područje 

mH pokriveno je krivuljama familije $(X,y)=2, gdje je z parametar, a 
ni jedan par krivulja medjusobno se ne presjeca na (otvorenom) podru- 


čju S. Označimo s D. presjek skupa točaka ((x,y)|z<e(x,y)<z+4z) i 


skupa S. Tada je 


P(z<Z<z+4z) = [[f(x,y)dxdy. 
D 


Z 


Sad valja naći put kako provesti integraciju. U tu svrhu postavimo 
preko čitavog područja S drugu familiju krivulja v=v(x,y), koje se 
medjusobno ne presjecaju na području S, a kroz svaku točku područja 
S prolazi točno po jedna krivulja ove familije. Funkcije $ i v treba- 


ju biti nezavisne. Iz tog razloga mora jakobijan 


az av 


3(z,v)h _ [9x 3x 
32(x,y) , zv 
y ?y 


biti različit od 0 na čitavom području S. Mi ćemo pretpostaviti da su 


sv K E : % RI 
Ve parcijalne derivacije, koje se pojavljuju u ovom jakobijanu, nepre- 


dnute funkcije na s, pa je tada i promatrani jakobšan neprekinuta 


f : Ž A : 
Wnikcija na s. No tada je jakobian inverzne transformacije x=x(Z,v), 


Y=y(z 


"V) takodjer različita od 0 i neprekinuta funkcija na S, jer vri- 


jedi 
ax a 
ES.) _ [2(z,v)]""_ | sz 3 
38(z,v) 2(X,y) = e 
3X ay 
IV av 


Sad mož 
Emo provesti transformaciju varijabli u promatranom oooseon 


E9ralu. Dobivamo 


z+Az v,(z) 


I dz | 


Z Vi (z) 


P(Z<Z<z+Az) = £(x(2,v) (2,0) [Ze jav : 


a(z,v) 
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gdje su vi (z) i vo(z) granične vrijednosti varijable v na krivulji 
e(X,y)=z, a oznake su odabrane tako da vrijedi Vi(Z)<v,(z) za svaki 
z iz (21122) + Usput napominjemo da je Z,zinfe(x,y) za (x,y)eS, a zo= 
=supe(X,y) za (x,y)eS. Podijelimo li dvostruki integral s Az i pusti- 
mo da Az+0, vidimo da se tu radi o derivaciji vanjskog integrala po 
gornjoj granici u točki z. Tako smo dokazali 

Teorem 2.11. Neka slučajni vektor (X,Y) ima gustoću razdiobe 


£(x,y). Tada kontinuirana slučajna veličina Z=9(X,Y) ima gustoću raz- 


diobe vo (2) ' 
£(2)= 1 £0x(2,0) (2,01) [Zet av. (2.105) 
Vi (2) 


Pritom pretpostavljamo da funkcija 6(x,y) ima neprekinute obje prve 
parcijalne derivacije na čitavom području S vrijednosti slučajnog vek- 
tora (X, s, te postoji čunReLja v(X,y) s neprekinutim prvim parcijal- 
nim Aarisanijana na S kako da je jakobšan eni različit od 0 na S. 
Funkcije #(x,y) i v(x,y) odredjuju jednu koordinatnu mrežu preko pod- 
ručja S. Ova koordinatna mreža ne mora biti ortogonalna. M 

Ako bi se skup vrijednosti slučajnog vektora (X,Y) sastojao od 
više medjusobno nepovezanih područja, tada bi se u formuli (2.105) 
pojavio zbroj slično gradjenih integrala, koji bi se razlikovali samo 
u granicama. 

Kad se u nekom problemu pojavljuje jednostavno gradjena funkcija 
e(X,y), primjerice x+y, xy ili x/y, a slučajni vektor (X,Y) ima pod- 
ručje vrijednosti jednostavnog oblika, kao što je na primjer čitava 
ravnina, jedan ili više kvadranata Kartezijeva koordinatnog sustava 
u ravnini i tome slično, najlakše se dolazi do gustoće razdiobe funk- 
cije Z=4(X,Y) preko pripadne funkcije razdiobe 

Fz(2) = [Jf(x,y)dxdy ,. 
S, 
gdje je f(x,y) gustoća razdiobe slučajnog vektora (X,Y), a G.=((x,y) 
|(z,y)eRŽ, e(x,y)<zj. Ako dakle u ravnini R2 postavimo Kartezijev ko“ 


ordinatni sustav O0XY, područje G. je skup svih onih točaka za koje je 






-a) £.(2) = fetoa-ei do, 


ko 
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dovoljena nejednadžba #(x,y)<z kod jednog fiksiranog z. Da bi posto- 
jala gustoća £,(2), funkcija 6 mora zadovoljavati uvjete iz prethod- 
one diskusije. 

Kasnije ćemo prikazati još jednu metodu računanja gustoće razdio- 


be funkcije dviju slučajnih veličina. Mi ćemo se medjutim u daljnjem 


izlaganju služiti formulom (2.105), koja je od svih srodnih formula 


u ovom prikazu najprikladnija za raznovrsne primjene. Ipak, za primje- 
ne u nekim posebnim slučajevima može biti prikladnija formula za funk- 
ciju razdiobe F,(z2). 

Primjer 2.38. Slučajni vektor (X,Y) ima gustoću razdiobe E (cek) u 
Treba naći gustoću razdiobe zbroja komponenata X+Y zadanog slučajnog 
vektora. Taj zbroj je slučajna veličina Z=X+Y. Ovdje je dakle z=%(x,y)= 
= xX+y. Za područje S uzet ćemo čitavu ravninu . Vrijednosti od Z se 
onđa kreću od -e do e, a familiju z=x+y čine svi pravci paralelni s 
pravcem y=-x, vidi Sliku 2.42. Za drugu 
familiju uzmimo pravce paralelne s osi 
Y. Njezina jednadžba dakle glasi v=x. 
Transformaciji z=x+y, v=x nalazimo in- 


Verznu transformaciju x=v, y=z-v, i 











Pripadni jakobijan 








8(x,y) #1 
8,0) P : = -1. 
-1 











Fiksirano li jedan z, vidimo da prela- 


Slika 2.42 


žino 
čitav Pravac x+y=z kad x ide od -e do », Prema tome je VI (z)=-o, 


(z 
s )=o, Uvrštavajući sve dobivene izraze u (2.105) izlazi 


(2.106) 


-o 


Napomena. 


dna je 6(x,y) 


Polazeći od dvostrukog integrala za funkciju razdiobe, u ovom sluča- 
,. =Xx+y dobivamo da je skup 6, dio ravnine odredjen nejednadžbom x+y<z. 
u 
vjeta x+y<z uvjetom x+y<z znači iona a. G njegove granice, a ova 


Skup | 
Ko Površine!" nula. ) Budući da je G 27506 y) | Gy)eRž, 









-%<y<Z-X, -e<x<o], možemo 





o 


F2(z) =. | a na 


-o o 
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Ako postoji pripadna gustoća razdiobe f2(2), može se izračunati deriviranjem po z 


(koji se nalazi u gornjoj granici unutarnjeg integrala!): 


(z) = Plo onda. 


-o 


% 


Taj izraz identičan je sa (2.106). » 


Ako su slučajne veličine X i Y nezavisne, tada je pripadna dvo- 


dimenzionalna gustoća razdiobe jednaka prodđuktu gustoća razdiobe poje. 


dinih komponenata, £f(x,y) = fx) £y(y), i tada (2.106) glasi 


£,(z) JExlvifyizvav, 


Dobiveni integral naziva se konvolucijom funkcija fx(z) d £y(z) i piše. 


se fx (2)xfy(2). Tako smo došli do neobično važnog rezultata. 


Teorem 2.12. Gustoća razdiobe zbroja Z=X+Y dviju nezavisnih slu- 


čajnih veličina X i Y jednaka je konvoluciji njihovih gustoća razdioba 


£,(2) = fy(2)xfy(2). N (2.107) 


Konvolucija je binarna operacija medju funkcijama stanovite klase. 


Sve (jednodimenzionalne) gustoće razdioba čine jednu potklasu te klase, 


zatvorenu obzirom na promatranu binarnu operaciju. Za ovu operaciju 
vrijede slijedeća pravila: 


I. komutativnost: f(x)xg(x) = g(x)#*f£(x); 


f£(x)x(g(x)xh(x)); 


II. asocijativnost: (f£(x)*g(x))*h(x) 
III. distributivnost konvolucije obzirom na zbrajanje: 


f(x)x(g(x) + h(x)) £(x)xg(x) + £(x)xh(x). 


Nas ovdje najviše zanima jedna posljedica zakona asocijativnosti, a 
to je da u izrazu fu(x)#f,(x)*...*f0() redosljed vršenja operacija 
možemo odabirati na proizvoljni način, ne mijenjajući funkciju koju 
taj izraz prikazuje. Metodom potpune indukcije i primjenom upravo iz 
rečenog pravila, polazeći od Teorema 2.12 može se dokazati 

1t%2t- 


zavisnih slučajnih veličina SE Koreeea bam jednaka je konvoluciji 


Teorem 2.13. Gustoća razdiobe zbroja Z=X ..+Xm U čjelini ne“ 


gustoća razdioba pojedinih članova zbroja: 


(2.108! 


£,(2) = "a Pa, i (z) = 


m 


siIbs= 


























za se Fourierov transformat njezine gustoće razdiobe fx (x): 


9x (v) = [fx (x) eiVžax : 


(2.109) 
je v realni parametar. X 

| a 
| Integral (2.109) apsolutno konvergira za svaki realni v, jer je 


; poznatih svojstava gustoće 


l 


oxil = flfgoolleč““lax = Jexoax = 1. 


o da svaka kontinuirana slučajna veličina ima svoju karakteristi- 
| nkciju. No definicija (2.109) vrijedi i za diskretne slučajne 
ine, kad se uvede gustoća razdiobe pomoću (2.29). Uvrštavajući 
sraz za gustoću pod integral (2.109) i uzimajući u obzir pravila 


računanje s delta-funkcijom, karakterističnu funkciju diskretne 


ne veličine X, koja ima funkciju vjerojatnosti P(X,)=P,, k=1,2, 
r možemo prikazati i pomoću reda 
ivx, 

ox (v) = h PkEe. : (2.110) 


de apsolutno kenvergentan za svaki realni v. 

UD teoriji Fourierove transformacije dokazuje se 

Teorem 2.14. Ako funkcije f(x) i g(x) imaju transformate Fil] = 
), Flo (x0)] =G(v), tada je transformat njihove konvolucije jednak 
ktu transformata članova konvolucije: Zle (x) +g 00)] = F(v)G(v).ga 
'Sno je da se metodom potpune indukcije ovo pravilo može proši- 
32 konvoluciju s proizvoljnim (konačnim) brojem članova: 
šeomem 2.15. Ako je Tlf, (x) = Fv), k=1,2,...,m, tada je 


TE (x) +£,(2)4...4f.(x)] = Fi(v)F2(v)...F4(9)- “ 


na $ ri . *. 

to je da slična pravila vrijede i u Laplaceovoj transforma- 
+. J 

: ednostranu Laplaceovu transformaciju možemo primijeniti kod 


Vanja razdiobe zbroja nezavisnih slučajnih veličina kadgod te 
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slučajne veličine poprimaju samo pozitivne vrijednosti, ili ako se 

3 marra 2 iša še . (2.100)) £x (xp) = Zlu(xp)-E(,-2)], £,y (y,) = žlutyp-Ey,-20] > 

. pomacima može postići da ne poprimaju negativne vrijednosti. 1 1 
X možemo primijeniti Laplaceovu transformaciju: 

Kombinirajući Teorem 2.13 i Teorem 2.15 možemo izreći : tr š =2p 

tl = £, (6 = Zla) -Bte-20] = su-e “P. 


Teorem 2.16. Karakteristična funkcija zbroja Z = X, + X, +...+ X *, š 
m 
u cjelini nezavisnih slučajnih veličina jednaka je produktu karakte- lje Je 
= +2 eda. -2P,.-4P 
rističnih funkcija pribrojaka. Simbolički: mo u i s ola aš m ides se "la 
0,(v) = 10, (v) . a (2.111) £, (td) = et H(t) - 5(t-2)H(t-2) + Z(t-4)H(t-4) 
Z k=l "X, ' j 2, 4 2 4 : 
osno 
Da bismo mogli primjenjivati metodu karakterističnih funkcija, po- 21 1 i 
f, (21) = ra Z,H(z,) “ 5(2,-2)8(2,-2) + ZZa74)H(Z,-4). 
trebno je bolje poznavati vezu izmedju razdioba i karakterističnih 1 


funkcija. U teoriji vjerojatnosti dokazuje se (isp. [2], str. 232) 


Teorem 2.17. (Teorem jedinstvenosti)Funkcija razdiobe jedinstveno geovoj transformaciji, a formule se lakše pamte u odredjenoj sim- 


je odredjena svojom karakterističnom funkcijom. X i. Sad se valja vratiti na zadane slučajne veličine. Budući da je 


=z2+2, imamo 


2, čemu odgovara ZI 


Prema tome i gustoća razdiobe kontinuirane slučajne veličine od- 


r 
C mii ma. I 
redjena je svojom karakterističnom funkcijom svagdje na R osim možda pas S navtkika 2 pa g en 
motrimo što dobiveni izraz daje: 


na prebrojivom skupu realnih brojeva uredjenih po veličini, što u 


0 za z<-2; 


Biz 


vjerojatnosnom smislu znači da je i gustoća razdiobe jedinstveno od- . 
(2) = (2+2) za -2<z<0; 


redjena svojom karakterističnom funkcijom. 


J 1 1 1 
1 > Z = — - > = -(- .. 
Gustoću razdiobe možemo naći s pomoću pripadne karakteristične 1 ) zta+2) ko rd a+2) za Oxz<2; 
E (z) =i .Š5z adiaaj a 
funkcije primjenom formule inverzije u Fourierovoj transformaciji: ud gi2+2) 2" 12 . "sa ža: 
= . t(z) Na Slici 2.43 vidimo grafički prikaz 
£ (x) ==> [o,(v) e "av. ' 
X 2m _, * V2 gustoće £,(2) zbroja nezavisnih slu- 


Ova formula se medjutim vrlo rijetko upotrebljava u primjenama. čajnih veličina s jednolikom razdi- 


Primjer 2.39. Nezavisne slučajne veličine X i Y imaju jednolike obom u intervalu (-1,1). Ovaj trokut- 


razdiobe u intervalu (-1, 1). Treba naći gustoću razdiobe zbroja Z = E2 [0] 2 Z ni zakon često se naziva Simpsonovim. 


= x+. Ovdje je £,(x)= 5(H(x+1) - H(x-D) i fy(y)= 5 (H(y+1) - H(y-1)' Slika 2.43 Do istog rezultata brže bi se došlo 
Primjenom (2.107) dobivamo 


ama Fouri .- . . Par . 
£,(2) = Z(H(z+1)-H(z-1))+(H(2+1)-B(2-1)). erove transformacije. Mi pretpostavljamo da čitalac bolje 


naje Laplaceovu ij R Poe 
Da ne bismo izravno računali ovu konvoluciju, izvršit ćemo "pomak" : transformaciju, pa smo je zato primijenili. M 


Primjer 2.40. Slučajna veličina Y ima gama razdiobu «s gustoćom 


(2.43)) 


slučajnih veličina X i Y. Možemo pisati Z +2 = (X + 1) + (+1) i 


a 
uvesti nove slučajne veličine Z,=Z+2, X,=X+1, Yj=Y+1. Pritom je £y(y) = rt gen i 


—156- 


Potražimo pripadnu karakterističnu funkciju. 








0 (v) = GE 


x a-1 -\y _ivy 1% %La-1 -(A-iv)t 
as Iy e e 28y = rig lt e 
o (9) 


-1 
Usporedimo li to s Laplaceovim transformatom funkcije t* za a>0 





ele") 


stavljajući p=2-iv, dobivamo 


mam 
9, (v) = (25) . 


Neka su sad slučajne veličine Y , k=1,2,...,m, u cjelini nezavis- 
ne i neka Y ima gama razdiobu s parametrima »\, A, k=1l,2,...,m. Para- 


metar A jednak je u svim razdiobama. Treba naći gustoću razdiobe zbro- 


ja Z=Y_+Y +...+Y 


42 
da su nam poznate karakteristične funkcije pribrojaka: 


2 a 
oy. (v) = (725) Ko okel,2,:oa ili 





Karakteristična funkcija zbroja je dakle 


oz (v) = (1275) ? 


gdje je a=aj+42+...+a+ No to je karakteristična funkcija slučajne ve- 


ličine podvrgnute gama razdiobi s parametrima ), a=a+02+.. +4" 


Na osnovi Teorema jedinstvenosti (Teorem 2.17) zaključujemo da slučaj“ 


na veličina Z ima gama razdiobu s parametrima », o=ap+tao+.. + 
Naišli smo na interesantnu okolnost: i pribrojnici i zbroj imaju raz- 
diobu iste vrsti! Razdiobe koje posjeđuju ovo svojstvo nazivaju se 
stabilne pri zbrajanju. Primjera takvih razdioba ima mnogo u teoriji 
vjerojatnosti. M 

Primjer 2.41. Sad raspolažemo s dovoljno znanja da možemo izvesti 


jedan važan rezultat. Neka slučajne veličine X k=1l,2,...,Mm, budu u 


k' 


cjelini nezavisne i neka svaka ima standardnu normalnu razdiobu N(0,2)* 


Tražimo gustoću razdiobe slučajne veličine 


2 2 


x*“ = Xi + bo * ia. + *m . 


Ovdje ćemo najprije primijeniti Teorem 2.16, budući 


=157= 














njeru 2.35 pokazali smo da slučajna veličina sa ima gama raz- 
s parametrima A=1/2, a=1/2. Primjenom rezultata iz Primjera 2.40. 
imo da slučajna veličina xŽ ima gama razdiobu s parametrima \=1/2 
Gustoća razdiobe slučajne veličine xŽ je dakle 

šali sg — e nja 
2 T(m/2) 


2 2 2 i X a 
jeu=x,+x2 +... + *m! Pri čemu su u, žir žar ++ *a vrijed- 


slučajnih veličina xž, XI, Ko... bs Usporedjujući ovaj rezul- 
s formulom (2.44) vidimo da slučajna veličina x? ima hi-kvadrat 


iobu s m stupnjeva slobode. Kratko možemo reći: kvadrat modula 


imjer 2.42. Za slučajnu veličinu X s općom normalnom razdiobom 


52) potražit ćemo karakterističnu funkciju. Po definiciji (2.109) 


o 














pm man 
 oo(v) = E [e kai ia exp(- —— + iva)- 
ov2u -e ov2n 
- JE e-ib _.2 
- —_(x-a-ivo2) 2! “i exp (- Ss + iva) J eZ az š 
žig 2 J no -»-ib 


je b=vo/y/2, a integracija se vrši u kompleksnoj z-ravnini po prav- 
točku -ib, paralnom s realnom osi. U teoriji funkcija komplek- 


arijable pokazuje se da ovaj integral, jednako kao i (2.30), ima 
dnost vr. 


-z2 
ena. Promatra: se naime integral f, e“ dz po zatvorenoj krivulji C koja je 
y granica pravokutnog područja kao na Slici 2.44. 
EC O c Primjenjuje se Cauchyjev teorem, budući da je 


X integrand exp(-zŽ) analitička funkcija na čitavoj 
otvorenoj ravnini z. Na dijelovima A i B granice 
C integral je po modulu manji od |blexp(b2)exp(-c2) 
pa kad c+e preostaju samo integrali po realnoj 


Slika 2,44 
osi i po paraleli s realnom osi. Koristeći se 


om (2.30) izlazi već spomenuti rezultat. 


takteristična funkcija slučajne veličine s općom normalnom raz- 


N(a,o2) dakle glasi 


iz. : -159- 

























22 ž 
9% (v) = exp(- > + iva) . A (2.112) oba slučajne veličine Y naziva se x-razdiobom, a njezina gustoća 


3 a3 ormulom (2.115). jeti č : 
Primjer 2.43. Slučajne veličine Xu k=1,2,...,h, u cjelini su na. go £ ' ). Tu treba dobro razumjeti o čemu se radi. x? 


2 os znaka slučajne velišč j i š 
zavisne, a ži ima opću normalnu razdiobu N(ay:9%) , k=1,2,...,n. Treba po j ine, koju smo mogli označiti i slovom U. 


naći razdiobu zbroja Z = žXI+ x, +... + X Primjenom Teorema 2.16 i 


bi bilo Y=/0. A kvadriranjem ili vadjenjem kvadratnog korijena 


igraza (2.112) nalazimo čajne veličine zakon razdiobe može se bitno izmijeniti, kao što. 


2_2 Primjeru 2.3 h ako 
(v) = exp(- "> + iva), ikazano u Primjeru 2.35, i u prethodnoj diskusiji. 





92 (v) = 0x (v)ox (v)...o 


X X 
1 2 n Pretpostavimo da slučajni vektor (X,Y) ima gustoću razdiobe £f(x,y), 
gdje je a=aj+a,+...+a PETR mu slučajna veličina X može poprimati proizvoljne realne vrijed- 
Ž— 2 2 2 a A 
o df bažto.e kad o“ a slučajna veličina Y poprima samo pozitivne realne vrijednos- 


Obzirom na teorem jedinstvenosti zaključujemo da i zbroj Z ima opću Treba naći gustoću razdiobe kvocijenta Z=X/Y. Ovdje je z=$(x,y)= 


, =x/Y, pa za različite vrijednosti z 
m /.97 dobivamo pravce kroz ishodište, vidi 
zbrajanju. To je važno svojstvo normalne razdiobe, koje nalazi značaj- = Sliku 2.45. Za drugu familiju krivu- 
nu primjenu. X ' : mi \//7 lja uzet ćemo pravce paralelne s osi 
mr-\/7-7 X, dakle v=y, a ograničit ćemo se, 


O x samo na gornju poluravninu, jer je 


normalnu razdiobu N(a,o2), čiji su parametri dani izrazima (2.113). 


Normalna razdioba dakle takodjer posjeduje svojstvo stabilnosti pri 


Primjer 2.44. Treba naći gustoću razdiobe slučajne veličine 


T= —i (2.114). 





Slika 2.45 5 y>0. Za ovu drugu familiju mogli bi- 


gdje X ima standardnu normalnu razdiobu N(0,1) s gustoćom (2.39), x2 


ima dakako hi-kvadrat razdiobu (2.44) s m stupnjeva slobode, a slučaj“ okoje bi zadovoljavale postavljene zahtjeve. Različite familiH 
. ije . 


ne veličine X i x2 su nezavisne. Da bismo riješili ovaj problem, uvest le bi do različitih integralnih prikaza tražene gustoće razdio 


ćemo oznake Y=Yx?Z, Z=X/Y. Tada je T=/mZ. Valja napomenuti da izvršeno đaljnjeg izlaganja može se zaključiti da &i najbolji izbor fa- 


dasa : i .114) nij ivijalna b SI 24.,2 a Ž 
mijenjanje mjesta parametra m u izrazu (2.114) nije posve trivij bio v 2(* +y), dakle familija kružnica sa središtem u isho- 


operacija, ali je ovdje ne ćemo opravdati. Rješenje će se sastojati i ne polumjerom /2v. U tom slučaju krajnji rezultat dobili bi 
smo 


tri dijela: prvo valja naći gustoću razdiobe za Y, zatim za 2, i kona 1 bez potrebe provodjenja zamjene varijable integracije u jed 
eanom 


no za T. integralu. .No mi unaprijed sve to ne moramo znati, pa zato 


Ako vrijednosti slučajne veličine xŽ označimo s u, a vrijednosti mo najjednostavniju moguću familiju v=y. Inverzna transf i 
zi sformaci- 


od Y s y, imamo vezu izmedju tih vrijednosti y=/u. Tu se misli na po“ di x=zv, Y=v, a pripadni jakobian 


zitivnu vrijednost korijena, što znači da slučajna veličina Y ne pop" KE ay k 
192 9z v 

ma negativne vrijednosti. Primjenom formula (2.99) i (2.44) dobivamo S Bo 2 =v. 
|Sv Iv z Žž 


ŠSlranog z, v se kreće u intervalu (0,%) 


2 E m-1 -y2/2 115! 
= = * “ 
£y(y) fali ira 2/08 , y?0 (2 . Primjenom formule 


: 2/25 (m/2) 


-160- 


(2.105) dobivamo 


£,(z) = J[£(zv,v)vdv. 
o 


Napominjemo da bi s naznačenom familijom kružnica dobili 


dv 
1+z 





če = [£(z/2v/(1+2?), /2v/(1+22)) a e 
o 


U slijedećem Primjeru 2.45 dokazat ćemo da su slučajne veličine u“ 
t1 (Xu) i Y,=4,(X,) nezavisne, ako su nezavisne slučajne veličine bs i 


X. i ako funkcije 6, i 6, imaju derivabilne (jednoznačne) inverzne 
1 2 


2 
funkcije u području vrijednosti slučajnog vektora (X]+X2) + Na taj na- 
čin vidimo da iz nezavisnosti slučajnih veličina X i x? proizlazi ne- 


zavisnost slučajnih veličina X i Y, jer funkcija vu ima jednoznačnu i 


derivabilnu inverznu funkciju za u>0. Zato je 
fta) = e nike odd 


Uvrštavajući odgovarajuće gustoće razdioba, dobivamo 





o B 
2 m v 2 
£.(z) = ———T5——— [v exp(- 75-(1+z ))dv. 
, Za 2 g (m/2) o : 
2 
Supstitucijom u= (1427), nakon sredjivanja izlazi 
< 2 - (m+1)/2 e = > 
£, (2) _ (1+z?) [ um 1)/2 a" . 
Va r(m/2) o 
Po definiciji r-funkcije (2.42) integral je jednak ra , i prema 
tome 
+ 
iza -(m+1)/2 
£.(z) rr (1+22) 
var (m/2) 


U trećem koraku, pri nalaženju razdiobe za T=/m Z, primijenit ćemo 


rezultat (2.100), po čemu je tražena gustoća 


m+1 ; m+l 
1 = da t2.7 "7 
fa) == et) = ————— (1+) : 
vm vamr (m/2) 
Uporedjujući ovaj rezultat s (2.41) vidimo da slučajna veličina T im? 


razdiobu Studenta sa stupnjem slobode m. Ova razdioba neobično je va“ 


=I6I= 


























matematičkoj statistici. Za m=l ona prelazi u Cauchyjevu razdi- 
M (isp. (2.48) za h=a=1l), a kad m>e može se pokazati da se razdioba 
ta asimptotski približava standardnoj normalnoj razdiobi, jer 

o_(t), (2.39). A 


m fn(t) a isp. 


oblemu transformacije slučajnih vektora može se prići na drugi 
koji nije bez prigovora sa stanovišta matematičke strogosti, 
i je zato lako razumljiv i dovodi do dalekosežnih rezultata. Opet 
rvo proučavati dvodimenzionalni problem. Neka je zadan slučajni 


(ž,,X2) svojom gustoćom razdiobe fx (X11%2). Vrijednost (X],%2) 


og vektora nalaze u području Go prostora R2. Na prostoru R2 
X 
udu definirane funkcije YiZti (šprž2)v Y27$2(2],%2), koje pre- 
ju taj prostor u područje B. prosrora RA s Kartezijevim koord- 
sustavom 0Y,Y2- Preslikavanje odredjeno funkcijama ZU %2 ne * 
općem slučaju na R2 imati (jednoznačno) inverzno preslikava- 
li pretpostavljamo da se prostor R2 može rastaviti na konačan 
Yebrojivo beskonačan broj područja Dux" k=1,2,3,40.., tako da 
ikcija preslikavanja bi, 2 na Dix ima (jednoznačno) inverzno 
Ma enje XiZVik(Yp+Y2)+ XozVok (Yq1Y2)» definirano na području 
dje je slika područja D,, Pri preslikavanju $,, 92, k=1,2,3,... . 
Mivinje Mik! “ok proširit ćemo na čitav prostor Re tako što 
Staviti da je za ij j 
J sve točke izvan Dky oi funkcija Vik"' V2k 
SMOg preslik j = 
Prestikavanja_ i označiti s *1i75iklYq+Y2)( Xo7Xok (Yg1Y2)" k= 


1... . Neka se funkcijama 4,, područje G, preslika u podru- 


* *2 
EM Sasno + : i. 2 smo/ ' 
o je da je G,ED,, jer je G6_ER.- Mi bi/se mogli ograniči- 


=162= 
=163= 


*2% (Y11Y2) diferencijabilne svugdje na R2 osim možda na skupu vjero- 
z (X 1k"* 2x) 


NiJOAE (2.116) 








jatnosti nula. Dovoljno je uzeti funkcije "po područjima" diferencija, £y(Yp:Y2) = kla 5 Čak "2x! 






















bilne. e m 


Primjer 2.45. Neka su slučajne veličine X, i X 


1 2 nezavisne. Ako 


gustoću razdiobe Pe i=1,2, tada je dvođimenzionalna gus- 


razdiobe slučajnog vektora (X,,X,) dana produktom E, i e 


Funkcijama %1 i $2 definiran je slučajni vektor (%£,Y2). Za taj 
odnos slučajnih vektora već smo uveli oznake Yi=?y (Xi+:X2), "2792 (8/%), 


Odaberimo jedno "elementarno" područje 85. iz D, i neka k-ta grana 


maje %.=0,(X.), Y.=.(X.) dje funkcije i imaj i 
inverznog preslikavanja preslikava to područje na dS,,. Ovo može biti “oz de ke ki .. $1 i, imaju derivabilne 


3 označne) inverzne funkcije na području G. vrij A JER 
ili elementarno područje iz R2 ili jednočlani skup (0) koji sadrži P M m sesnenti. Močajnog 


(X, ,X.,). Područje G. mora posjedovati svoj ij 
samo ishodište. (U čitavoj ovoj diskusiji korisno je zamišljati kako E? d sis Po mno 


iziranja u smislu objašnjenom u Primjeru 2.21. P ži = 
promatrani odnosi izgledaju u jednodimenzionalnom slučaju, isp. Sliku J otražimo gusto 


obe vektora (Y,,Y.) primjenom formul MTI j 
2.48.) Slučajni vektor (X1 12) označimo sa X, a slučajni vektor (Y], 12 P : A na side kakaa: 


se svodi samo na jedan član, jer 4 imaj i č dia 
72) sa Y. Sad je jasno da u smislu algebre dogadjaja vrijedi di ži *2 imaju (jednoznačne) in 


funkcije bi i IPE Osim toga je Xi=bi (Yi), X2=v2(Y2), pa možemo 
izračunati jakobijan 
_ SUŠU 
8(Y,,Y2) 


(Yeđs\) = (Xeds, ,) + (XedS.,) +... 


gdje se s desne strane nalazi zbroj takvih dogadjaja, da je presjek 
Woo 
k 


m 
bilo koja dva od njih ili prazan ili jednak skupu (0) vjerojatnosti = V1(Y1)42(y2) . 








0 IM 
0. Neka slučajni vektor Y ima gustoću razdiobe £,(y,,y2), koju želimo 2 
naći. Zbog formule (2.67) možemo pisati P(YedS) = £y(Yy:Y2)8S, a bivamo 


LU # La 
Fy(Yi+Y2)=(5x, (by 7) 19 trg) 1) (€, (92612) 192 67201), 


takodjer P(XedS k=1l,2,..., gdje smo s ds, i AS 


kx! 7 fx išik"š*2k) Sky 


označili površine područja s istim oznakama (uobičajena praksa u zi da je prvi faktor s desne strane jednak . u a drugi 


primjenama matematike). Možemo dakle pisati 
ds 
= kx 
Ea rekoh = LA Ša Fikečok qa 


» zaključujemo da su komponente Yi KU Y, nezavisne. 
esto pozivanja na faktorizaciju gustoće £y(Yy:Y2) u rubne gus- 


1 mogli smo pokazati da područje S dobiveno preslikavanjem pod- 
gdje se sumacija vrši preko svih grana inverznog preslikavanja. Sad 5 


(€ 


“2 funkcijama $1 i 2 u ovom slučaju posjeduje svojstvo kartezi- 


+. . s . . + D le“ 
valja sjetiti da se kod transformacije koordinatnog sustava omjer e | faktoriziranja. 


mentarnih površina iz starog i novog kordinatnog sustava može izrazi? , 
P A nezavisnosti komponenata Mix, možemo, medjutim, provesti 


ti pomoću jakobiana. U našem slučaju će biti r : nja 
p j ij u) No jednostavniji način. Pretpostavili smo da funkcije *, i $, 


digg: dog 








Ju Ga. imaju (jednoznačne) inverzne funkcije bi i Wo, Što zna- 

















ds ay ay 9 (X,LeX9v) . 
kx 1 1 1k'*2k!. a : ' 
ao o=1 i = mion kad Dre. + u funkcije 6,, 62, 4, i 4, tamo gdje su različite od 0, strik- 
y Loa ot 
tone. Mora dak i j i 
3Y2 2Y2 ' akle biti (Y]<Y,) ekvivalentno sa (X, <, (Y1)) od- 


a (Xi >0, (y1)) ako je Vi monotono rastuća odnosno padajuća funk- 


Tako dolazimo do konačnog izraza za gustoću razdiobe vektora (Y1:Y2) 


-164- =r6s= 














je v2 monotono rastuća odnosno padajuća funkcija. Budući da su slučaj. . inverzno preslikavanje xi=v(y,u), ž.=4 bude sednozgačno ia dari- 
: 2 


ne veličine bI i X, nezavisne, primjenom Teorema 2.8 i Definicije 2.9 u funkciju w u promatranom području. Jakobtjan preslikavanja je 


proizlazi da su nezavisne i slučajne veličine Yi 3 Y,.A 


aw 
Svam 0 
ši so meme Zod ii A 
Primjer 2.46. Kontinuirane slučajne veličine X, i X, neka budu ne. (X],x2) _ ay _ av(y,u) 
3 u s 
zavisne i neka poprimaju i pozitivne i negativne vrijednosti. Treba Mati aw 1 SY 
du 


dokazati da su tada nezavisne i slučajne veličine yao i 8 Ovdje : 3 

ula (2.116) u ovom slučaju daje gustoću razdiobe slučajnog vekto- 
ne možemo primijeniti rezultat iz prethodnog primjera jer funkcije 
NU) s 
bile p)=xi i 0 (x,)=x2 nemaju (jednoznačne) inverzne funkcije na pod- 


. 


£(y,w) = fglvlynw pu) [Zee 





ručju G_ vrijednosti slučajnog vektora (X ,X2). U jednoj varijanti 
* ' o gustoću razdiobe £y(y) funkcije Y=0(X,,X.). Nju ćemo dobiti 

dokaza moglo bi se poći od formule (2.116), pri čemu bi suma sadrža- Ho 

zodimenzionalne gustoće razdiobe f(y,u) kao rubnu gustoću razdio- 

vala četiri člana, no dokaz bi bio vrlo dug. U drugoj varijanti doka- 


/ 


mjenom formule (2:69): 
za polazimo od očiglednih ekvivalencija PAGEA (Y2< : 
KJ 
<y)=(-rz<Xo<Vr2)e koje zbog kontinuiranosti slučajnih veličina X, fy(y) = [£y 0 Grew pu) PM Ja, (2.117) 
sio ' 
i X, možemo pisati i u obliku (Y,<y,)=(X,>-/y,) (X, </y,), (Y2<y2)= b 
2 P i Yi 1 Yi 1 147 2*Y2 Razmotrit ćemo četiri posebna slučaja. 
=(X,>-yY2) (K2</Yy2)- No sad primjenom Teorema 2.8 nalazimo da su slu- 


Gustoća razdiobe zbroja Y=X,+Ko slučajnih veličina X X 


pi ikaj dani 


čajni dogadjaji (Y]<Y,) i (Y2<y2) nezavisni za svaki par (Yy+Y2): a m... : 
enstonalnom gustoćom razdiobe KE TEL ITE Ovdje je $(X],X2)=X,+x.= 


to znači da su slučajne veličine Yi i Y., nezavisne. A v 
27U, dakle x,=p(y,u)=y-u, 3y_l, i uvjeti za funkciju # su zadovo- 


2 
Važno je spoznati da ovaj zaključak nije sam po sebi trivijalan. 
IZ (2.117) proizlazi 


Dokazani rezultat pokazuje da je Definicijom 2.9 odredjena upravo ona 


o 
nezavisnost slučajnih veličina, koja se i intuitivno zamišlja. Dokaza- £y(Y) s _J€(y-u,uwđu, 


ni rezultat mogao bi se poopćiti i na druge vrste slučajnih vektora lako dovodi u vezu s (2.106) 


(X. gXa) « 
1772 
1> ža s 
Menaionalnom gustoćom razđiobe f(£,,29). Ovdje je o (%],X2)=Xx)-x2o= 


o) Gustoća razdiobe razlike Y=X,-X, slučajnih veličina X 
Ako bi se promatrala transformacija Yi=ti(Xg)> Y2=92(X2) nezavi- 


: od x R S i e- na 
snih slučajnih veličina Xi i X, za bilo koje funkcije $1 i %, nepr =u, dakle Xi=V(y,u)=y+u, rai i abega 


kinute na R?, pri dokazu nezavisnosti slučajnih veličina Yi iy, osim 


Teorema 2.8 bio bi potreban i Teorem 1.15. A2 f£yly) = _[f(yru,u)du. (2.118) 


in ž : š Gust ' ća noj ija 
Primjer 2.47. Zadan je slučajni vektor (X1,X2) svojom gustoćom ođa razdiobe produkta Y=X,X, slučajnih veličina XI» X, s 


prema š duh Ba mmm 6, vrijednosti tog siulaftes sektama MEenatonalnom gustoćom razdiobe f(2,,2,). Ovdje je $(X],x2)=x 


Pa 
=u, dakle Xi7v(y,u)=y/u, ŽE 


neka je zadana funkcija $(X,,X2), s pomoću koje je odredjen vektor šorl/u, pa su uvjeti koje mora ispunja- 


: > ' _ : 2: , funkci; 
(Y,U) jednadžbama Y=6(X],X2), U=X.. Preslikavanje područja GL iz Cija & zadovoljeni. Pomoću (2.117) dobivamo 


OX,X, ravnine u OYU ravninu dano je jednadžbama y= #x],x9), u=x,- 
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Ry tako da izvan D stavljamo Kj=0, j=1,2,...,N. Ovako pro- 


= r du 
£y(y) = dela, WTuT s (2.119) ky 
preslikavanje zvat ćemo k-tom granom inverznog preslikavanja 


Može se pokazati da je taj rezultat ekvivalentan s ? di 
P J J ti s KjSKjp(YprY2rć+ć1Yp)+ J=l,2,<....n, kSl,Ž,p.e. + Funkcije 


. : : : : haa otadekno 
£,(y) = [£(u,y/0 787 H (2.119) baju biti derivabilne svugdje na Ry osim možda na skupu vjero 


i nula. Ako s £y(Y1'Y21:*+:Yh) označimo traženu gustoću razdi- 


d) Gustoća razdiobe kvocijenta Y=X,/%, slučajnih veličina X, x 


2 lučajnog vektora Y, i uvedemo jakobian 


s dvodimenztonalnom gustoćom razdiobe f(2,,2 ). Ovdje je $(x],x.)= 














2 ax ax 

parja Ž su. Zi sok teb ' saa mi 
=X1/X2=Y, x,=u, dakle Nj raju, By u pa su uvjeti koje mora ish, Mu. .. 8Y, Yi 

ena 
njavati funkcija zadovoljeni. Formula (2.117) u ovom slučaju daje M REZVENENI ZA) m nr , 
: Yi'Y2:*:"Yn 
3 der! “nk 
žotvi = _[f tyap) |u|đu, | | (2.120) SY, : Ta 


Može se pokazati da je ovaj rezultat ekvivalentan s biti 


I(Xikr++ +1 šnk) 
0(Ygr++::Y,) 








e fylYyrYzr+++ Xp) = klasa Lk!" nk) 
£y(y) = [£(u,yu)|u|du. x (2.1204) = 
g (2.121) 


N b E ja d im i 1 lučaj ije ' : 
skom podrobno sarmelaguju dyodimenašons/nog glmjajs, mije temi no je naglasiti da izvedena formula vrijedi i u jednodimenzio- 


poopćiti dobivene rezultate. Neka je zadan slučajni vektor X= (X), 


+... svojom gustoćom razdiobe fx iša ržzr++ + A) + Ova gustoća neka je 


1 slučaju, kad apsolutna vrijednost jakobijana ima značenje apso- 


rijednosti derivacije: 
jednaka nuli izvan područja G_. U tom području se dakle nalaze vrijed dx, 


dy 


, (2.121a) 








. Biy) = )£.(x,) 
nosti slučajnog vektora X. Neka funkcije ZU j=1,2,...,N, vrše presli: Y kz1l* & 


kavanje prostora Ra s n-dimenzionalnim Kartezijevim koordinatnim su- ija se vrši kao i u (2.121) preko svih grana inverznog presli- 


ra 
4 E . s i=1 
natnim sustavom 0Y,Y2...Y, tako da vrijedi Yj SIGETA Jjzi: 


stavom 0X. X XL, U prostor Ry s n-dimenzionalnim Kartezijevim koordi“ 


mjer 2.48. Zadane su nezavisne slučajne veličine X, i X od 


1 2 


kk. Mag 6 olmeštoka prnstihnoleja lešninog selikćna $u slučaj“ | Svaka ima normalnu razdiobu N(0,g2). Ortogonalna transformastja 


ni vektor Y, čije su komponente Yy703 leže. ++ Xa) j=1,2,...,N. lučajnih veličina ima naročiti značaj. Intuitivna prijedodžba 


.. S R dua (e x E 
PESEĆK se područje iZ. da RP preslikava u područje G, šo Ro, a čitav Stavna: slučajni vektor (X]:X2) smještavamo u Kartezijev koor 


prostor R2 u područje u iz Ri Ako za bje j=1,2,...,n, ne postoji Sustav 0X,X, i postavljamo pitanje kako glase komponente tog 


U Kartezijevu koordinatnom sustavu 0Y,Y, koji leži u istoj 


i ima zajedničko ishodište s koordinatnim sustavom 0X 1X, a 


an je u odnosu na njega za kut a, tj. os *1 treba zarotirati u 


(jednoznačno) inverzno preslikavanje na čitavom RU, retpostavljamo 
x" P 


k=1,2,3,..., u kojim 
re 


da se prostor Ra može razbiti na područja Dax! 


postoji (jednoznačno) inverzno preslikavanje XJ7VsklY1'Y2!++:"Yn 


A 2 Ivno i A i E 
=1,2,...,n, k=1l,2,..., definirano na slici DA, područja Jam pri pre m smislu za kut «a da bi se poklopila s osi YI- Takodjer tre 


Z e ; 
slikavanju $j, j=1,2,...,n. Preslikavanje koy proširujemo na čitav diti razdiobu slučajnog vektora (Y),Y2). 
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Ž zi T : 
BL: A E . : ri 
Slučajni vektor (22) ima gustoću razdiobe je matrica 2 A, takodjer ortogonalna, i njezina je determi 
: ta takodjer jednaka 1. Ako želimo vrijednosti vektora (X],X,) izra- 
| pomoću vrijednosti vektora (Y],Y2), tada matričnu jednadžbu 
*, keg jed Yi 


Y2 


NEE: | 2452 
£2(%),x2) exp( aore : 


(a/2q) 2 


Ako su (X) ,x2) i (Y1,Y2) koordinate iste točke u raznim koordinatnim *, "“[ginqa cosa 


sustavima, račun udaljenosti te točke od (zajedničkog) ishodišta mora imo u skalarnom obliku 


za oba koxdinatna sustava dati isti rezultat: važ+x? = "yi+ty$ , odakle XI = Cosa y, - sina Y, 
; Zas od. : ivij č i j i 
je xi *Ž-YitYž- Posve je trivijalna činjenica da se ovdje radi o uza- .. = sina Y] + cosa Y2- 


jamno jednoznačnom preslikavanju koordinatnog sustava 0X x, na koor- ormiramo li pomoću ovih jednadžbi izraz xl+x2, dobit ćemo da je 


dinatni sustav 0Y,Y,. Osim toga kod ove transformacije elementarne dnak yž+y2. Odatle proizlazi analogna veza za slučajne veličine: 


površine se ne mijenjaju, pa jakobian transformacije mora biti po ap- +12. Budući da je inverzno preslikavanje jednoznačno, suma 


solutnoj vrijednosti jednak 1. Kad sve rečeno uzmemo u obzir, pomoću svodi se samo na jedan član. Potrebno je još izračunati jako- 


formule (2.116) dobivamo 1 inverznog preslikavanja a, Dobivamo 


1 
£4(Y]:Y9) = ——; exp(- ——>(y2+y2) 
“12 (0/27) 2 p( sd ia ) 3(x],x2) a cosa sina 
3(Y1+Y2) -sina cosa 








Vidimo da su slučajne veličine Y, ni Y, nezavisne i svaka od njih ima 


Ze je očito da je ovaj jakobijan jednak determinanti la2"| =Ar1. 


s pomoću (2.116) dobivamo već intuitivnim putem izvedenu gus- 


normalnu razdiobu N(0,92). 


Opisana intuitivna predodžba može pomoći da razumijemo apstrak- 


: azdiobe £_(y.,y.). 
tni postupak, koji se onda može poopćiti na proizvoljni broj dimenzi- “12 


je sad zadan slučajni vektor KE(X. Koroa sg čij > 
ja. Uz prethodno uvedene oznake, transformacija vektora (X],X2) u : ' vo ai PRN 


LU cjelini nezavisne slučajne veličine s normal i 
vektor (Y],Y2) najspretnije se može zapisati u matričnom obliku : PT ETO 


Yi Y Cosa sina X, 
.Y, -sina Cosa] | X . 


2 


). Neka je A = [4,3] ortogonalna n*n matrica nad poljem realnih 





* Za nju vrijedi Az'=A", Pomoću matrice A, definiramo preslika- 


Vektora X u vektor VS (FY2,:+ +5) 


Ovdje smo slučajne vektore prikazali u matričnom obliku kao jednostu- 


Y=A X 
pačne matrice. Matrica ovog preslikavanja na 


Cosa sina 
e A, = 
-sina cosa 


učajne vektore prikazujemo u matričnom obliku kao jednostupča- 


cice. Ako slučajni vektor X poprimi vrijednost (X],X2,.+.,%.) d 


je ortogonalna (isp. [3]. str.358 ), njezina determinanta ima vrijedno“ * Vektor Y poprimit će vrijednost (YqrY2r.+++Y0) + pa ako ove 


st 4 pr . s . . a. <. 
st 1, pa postoji inverzno preslikavanje i prikažemo jednostupčanim matricama X i y, izmedju njih po- 


Love a : A ; : 
“i čosa «sina | hk za y ALx+ Transponiranjem lijeve i desne strane dobivamo 
ms sina cose .Y2 





» te dalje računamo: y"y=x" (ABA,) x=xTEx=xTx, Dobivene matrice 
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su jednoredne jednostupčane, a matrična jednadžba ekvivalentna je ska. slučajnih veličina. 


larnoj jednadžbi yityžte ot ylekitkzt. R2. Iz ove jednakosti Proizla, 


zi analogna jednakost medju slučajnim veličinama 


CI 


su zadane dvije diskretne slučajne veličine X i Y s pripad- 
upovima vrijednosti atm i ajinom 


2 2 2 2 ) i pripadnom dvođimenzionalnom funkcijom vjerojatnosti p(x,y). 


Li 2 2 
XIL+tktoe. FKT It Et. tE (2.122) 


dona RŽ zadana realna funkcija $(x,y). Mi bismo je mogli proma- 


jer sve slučajne veličine ovdje promatramo u jednom prostoru vjero; . 
, Ž Jat samo na podskupu L=((x,y) |(x,y)eS,*S,, P(X,y)#0!) Kartezijeva 


nosti a su slučajne veličine jednake onda i samo onda kad poprima: š : 
, P J J POP aju E SS jer će u svim drugim točkama iz R? njezine vrijedno- 


iste vrijednosti na prostoru elementarnih dogadjaja 2. Jednadžba soka CT maa 5 s 
i bez značaja. Tražimo funkciju vjerojatnosti diskretne slučaj- 


(2.122) za primjene je od priličnog interesa. 3 o 
P J J P g ine Z=9(X,Y). Skup vrijednosti te slučajne veličine dobit ćemo 


Inverzno preslikavanje X=A'Y je jednoznačno, upravo kao što je i h s .. 
Pp J node , up Je 1 edeći način. funkcijom # preslikajmo skup (rešetku) L. Slika je 


izravno preslikavanje, jer se tu radi o regularnom linearnom presli- ć . . 
P ' J J 9 P prebrojivi skup realnih brojeva (2 ae2are++9Zune+e) , no u tom 


kavanju. Lako je provjeriti da je jakobian inverzno reslikavanja m : , 
J Je Pp J Je J za og P J že biti i jednakih brojeva, pa od svake skupine jednakih odabe- 


f 


3(Xg,Xo,++,%.) < IA i : , 
| n = |A |, po jednog predstavnika. Pretpostavljamo da je funkcija & takva, 

n 

3 šrata ) ? s Bas 
(Yy1Y2» 'Ya predstavnike možemo urediti po veličini. Pretpostavimo radi 


a poznato je da determinanta ortogonalne matrice može imati samo vri- ivnosti da smo tim postupkom redukcije dobili skup S =(z.,z/, 
ž Z Lam 
jednost +1 ili -1. Apsolutna vrijednost ovog jakobiana je dakle uvijek ..J , za čije elemente vrijedi u re <a . U općem slu- 


jednaka 1. Gustoća razdiobe zadanog slučajnog vektora X glasi bi mogao biti dvostrano beskonačan niz. Tako smo našli skup 


1 2 OSti slučajne veličine Z, a sad je potrebno još odrediti pripad- 


_ JE: 2 2 
ssepko) = ————— exp( za eg reainA ž 


Du (56. g 
X 1 n (ovZn)" 


2 r D . . . 
ikciju vjerojatnosti. Odaberimo jedan element iz S, ,Npr. će x pa 


- 


te primjenom formule (2.116) nalazimo gustoću razdiobe slučajnog vek O skup Sei (mgoV3) 2,68, Vje, #(%,,y))=2.). Slučajni do- 
Ž= Ž 4 , D 
tora Y: x 1 i 2 2 2 (Z=2,) ekvivalentan je zbroju u parovima disjunktnih slučajnih 
£y(Yy1Y21:++,Yp) === A exp(- ——(yitY2t+:+.+y0)) . 
(ov2qm) 29? 


gera) (rsy.), gdje se sumacija izvodi preko svih uredjenih 


Zaključujemo da su komponente Y k=1,2,...,n, slučajnog vektora Y u 


ix 1.) iz S... Uzimajući vjerojatnosti ovih slučajnih događja- 
k 
imjenjujući Definiciju 2.10 dvodimenzionalne funkcije vjerojat- 


k' 
cjelini nezavisne, i svaka ima normalnu razdiobu N(0,02). AH 


L, nalazimo 
Funkcije od više diskretnih slučajnih veličina znatno je lakše 


LA 
a. Pz(z,) =) pix, >, 2.1253 
proučavati. Tu je postupak nalaženja funkcije vjerojatnosti kod viš? Z &k S! i'tj : 
e : : k 
A s : : edno sk == i 
dimenzionalnog problema posve sličan odgovarajućem postupku kod J] Sumacija vrši preko svih uredjenih parova Oy 14) iz S.! . Ako 
dimenzionalnog problema. Razmotrit ćemo samo dvodđimenzionalne proble k 


Jne, veličine X i Y nezavisne i imaju pripadne rubne funkcije 


me jer oni o ćavaju da primjenom potpune indukcij učimo bil? - : X 
nj e MEJE J P J Pop ' Smanijs Bio tnosti Px(x), Py(Y), zbog (2.62) formulu (2.123) možemo prika- 


š 4 
koji višedimenzionalni problem, ako se radi o skupu u cjelini nezavi* u obliku 


STI72E == 


4 s =i1 0 1 
Pz (2) žoPxlt)Py(Y;) . (2.124) 
č% 
Objasnimo primjenu formule (2.124). Nezavisne slučajne veličine X i Y 


e] 


Ž 
3 


NIH 


A NS naći razdiobu zbroja Z=X+Y i razdiobu umnoška U=XY. Za zbroj 
neka su zadane svojim matricama. Za sve moguće parove vrijednosti 










B rmiramo pomoćnu matricu tako, da svaku vrijednost slučajne veličine 
(jrXy)e XjeSl, Yje8., izračunamo 2L70(8,,y4), i svakoj tako dobivenoj 


mbiniramo sa svakom vrijednošću slučajne veličine Y: 
vrijednosti Zum koju stavljamo u prvi redak pomoćne matrice, Pridru- 


N41 0-10 1012 
žimo vjerojatnost py(x,)Py(y,) i zapisujemo je u drugi redak te matri. I 1 1 s 1 1 1 1 1 ) 
BS 12 6 9 TIT 12 18 3/. 


će, ispod broja žu. Sad tu matricu reduciramo tako da od svake grupe 


jednakih vrijednosti iz prvog retka zadržimo samo jednog predstavnika, 


a pridružimo mu zbroj vjerojatnosti svih elemenata grupe. Pri tome sa “e "a o . . k 
s ih 1 5 1 1 
obično nastojimo da vrijednosti u prvom retku reducirane matrice budu \ 4 3 18 5 36 I 
uredjene po veličini. Dobivena matrica prikazuje funkciju vjerojatno- ža umnožak pomoćna matrica glasi 
sti slučajne veličine Z. 1 0 -1 0 0 0 -1 0 gj 
Od svih funkcija #, u primjenama su najčešće zbrajanje i množenje, kol #1 i i 41411 1 
\4 & i 6 9.18 12 18 36 


Za nezavisne slučajne veličine X iY funkcija vjerojatnosti zbroja Z= 


=X+Y, dobi oću (2.124 lasi m m E : nd : 
m ivena pom ( ), g iYipri zbrajanju i pri množenju, drugi reci u pomoćnim matri- 


Dj 
Pz (zx) = odu op ago , Su iđentični. Nakon redukcije druge pomoćne matrice dobivamo raz- 
17] 
umnoška ; 

no možemo je zapisati na jednostavniji način '-1 0 1 ) 

“Sako A ši 

Po(2) = Zo opybOpylz-x), (2.125) \$ s m, 

XES 
x 


Vitu kontrolu računa možemo provesti tako da zbrojimo brojeve u 


e \ 3 ć a ijed- 
ako se uzme u obzir da funkcija vjerojatnosti Py(v) poprima vrije retku matrice Z odnosno U. U oba slučaja zbroj mora biti jednak 


nost 0 za sve brojeve v koji ne leže u skupu S V=X,Y,Z. sa : Noga 
J J P v' pa ajne veličine X i y imaju jednake funkcije razdiobe, ali to ne 


Slič e rodukt Z=XY nezavisnih slučajnih veličina X, Y pomo“ i ar 
ično se za pro nea) 4 P da su te slučajne veličine jednake. One bi bile jednake kad 


€ 2.124) dobiva ko : , A 

u ( ) v 'tovremeno poprimale jednake vrijednosti, a ta jednakost bi povla- 
z) = x Z/ž) . (2.126) la 3 a $ : 

Pz (2) zle Px(*)Py(2/x) Jednakost njihovih funkcija vjerojatnosti. Tako primjerice za 
x 


m a : poe : : 
Korisno je isporediti formulu (2.125) s (2.106) i formulu (2.126) s Veličinu X iz ovog primjera razdiobu zbroja X+X ne bismo mo- 


(2.119). UNati istim postupkom kao što smo računali razdiobu zbroja X+Y, 


“ U prvom slučaju ne radi O Zbroju nezavisnih slučajnih veličina, 
X+X=2xX a 


Primjer 2.49. Neka dvije nezavisne slučajne veličine X i Y imaju 
jednake razdiobe, zadane matricom a to je funkcija jedne slučajne veličine i pripadna 


& vjerojatnosti dana je natricom 
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/-2 0 2 iv iv 
/ (v) = exp(a,.(e '-1)), 0, (v) = exp(a.,(e"“'-1)), 
(4 4) 5 : z. : 
2 3 6.4 


primjenom Teorema 2.15 dobiva 
Iz sličnih razloga produkt X.X nema isto značenje kao produkt XY. Prvi 


$ 2 ha: 2 Ša m... 
produkt označavamo s X, a za ovu funkciju jedne slučajne veličine 


fm) = o. (v) ox (v) = exp((a,+a,) (e*“-1)) š 
1 2 
fa ž igurava da slučajna veličina Z ima Poissonovu raz- 
funkcija vjerojatnosti dana je matricom MižEm 2.17 nam osigu J 
/0Q 1 u s parametrom aitao-. Vidimo da je Poissonova razdioba stabilna 
TA 
\ 1 2 ) brajanju. Jasno je da se primjenom potpune indukcije, ili izrav- 
Zg ON 
oću Teorema 2.16, može dokazati: Ako su slučajne veličine Xu, 


Primjer 2.50. Neka nezavisne slučajne veličine X 
...,;N, U cjelini nezavisne, a Xx ima Poissonovu razdiobu s para- 


1 i X imaju Poig- 
sonovu razdiobu (isp. (2.34)), prva s parametrom al, druga s parametr- : 

ak! k=1,2,..,n, tada njihov zbroj 2=X1+X24+...+X, ima takodjer 
issonovu razdiobu s parametrom a=aj+a2+...+a, + bi 


imjer 2.51. Slučajne veličine bm k=l,2,...,fF, u cjelini su ne- 


om a,. Treba naći funkciju razdiobe zbroja Z=X,+X . Potražimo karakte- 


2 2 
rističnu funkciju slučajne veličine X podvrgnute Poissonovoj razdiobi 


s parametrom a. Gustoća razdiobe ovdje glasi 
e, pri čemu LSE ima binomnu razdiobu (isp. (2.35)) B(ny,P), k=1, 
m E i 

Zo e “six-m] za x>0-e, 


m! 
[0] 


£(x) = .,C. Dakle parametar p jednak je za sve zadane slučajne veličine. 


m 


llr—1 8 


naći razdiobu zbroja Z=X +Xat.. +. +Xp+ Gustoća razdiobe za slučaj- 


1 


a za x<0-e je f(x)=0, gdje e>0 može biti proizvoljno mali broj. Razlog : 
činu X s binomnom razdiobom B(n,p) glasi 


za oznaku 0-e vidi u [27] i [31]. 


n 
f(x) = ) (7)p"q"""8(x-m) za x>0-e, 
m=0o “ 


Kadgod je gustoća razdiobe f(x) neke slučajne veličine X jednaka 
O za x<0-e i proizvoljno mali pozitivni €, umjesto Fourierove možemo 


primijeniti Laplaceovu transformaciju, pa ako je F(p) pripadni Lapla- 


n n 
: ny m _n-m_- n -s.m n- 
Geov transformat, karakterističnu funkciju dobivamo zamjenom p=-iv, ft) =Fr(s) = ) ml g aa | (m) (pe “a aii. 
m=o m=o 
dakle Oy(v)=F(-iv). 
u = (pe *+q)", 
Ovu jednostavnu i značajnu metodu primijenit ćemo prvo u ovom pri 
. smo izuzetno ovaj put varijablu u donjem području Laplaceove 
mjeru. Imamo s : rog" oa mp -a “ (ae P)" : 
5 [rt] = P(p) e uža ms, e mici a zir: aii +tmacije umjesto s p označili sa s. Stavimo li s=-iv, dobivamo 
erističnu funkciju slučajne veličine X s binomnom razdiobom 
_ «<a _aeP__a(a P-i) s 
=e e =e š : 
AV. 
0.(v) = e“ + , 2.128 
Zato je pripadna karakteristična funkcija X (p o i 
A tome, karakteristične funkcije slučajnih veličina BSE bit će 
v 
ox(v) = gos. (2.127) n 
; nA 7 (pe““+q) k k=1;2,.-s.,f, 


Isti rezultat može se dobiti i primjenom formule (2.110). 


jenom Teorema 2.16 nalazimo karakterističnu funkciju zbroja Z 


Za naše zadane slučajne veličine XI i X, imat ćemo dakle 


-il/o- 


in ž 
o2(v) = no oo (v) = (pelV+q)", 
k=l k 


gdje je n=nj+no+...+n,> Zaključujemo da zbroj Z ima takodjer binomnu 


razdiobu s parametrima NitNnot...+np> P. M 


2,5, OČEKIVANJE, MOMENTI I DRUGE NUMERIČKE 
KARAKTERISTIKE RAZDIOBA 


Apsolutne vrijednosti brzina čestica idealnog plina promatrali 


smo u Primjeru 2.13 kao vrijednosti v slučajne veličine V = (72 + v2 


21/2 


+ VL 


razdiobu N(0, a//2), a njihova funkcija V Maxwellovu, s gustoćom 


zA 
h(v) = => exp(-v2/a2). 
afr 





Nakon što se čitalac upoznao sa slučajnim vektorima, funkcijama slu- 
čajnih veličina i metodama nalaženja razđioba tih funkcija, korisno 
bi bilo proučiti još jednom Primjer 2.13. Izraz h(v)dv daje vjerojat- 
nost da se brzina slučajno odabrane čestice plina nalazi u intervalu 
(V, v+tdv). No ako u promatranom volumenu ima upravo n čestica, od ko- 
jih dn imaju brzine u intervalu (v, v+dv), tada je vjerojatnost da 
slučajno odabrana čestica ima brzinu u promatranom intervalu jednaka 
dn/n, dakle dn/n = h(v)dv. Potražimo srednju brzinu čestice! Treba 
zbrojiti brzine svih čestica i zbroj podijeliti brojem čestica. Zbra- 
janje smo ovdje aproksimirali integriranjem, jer čestica ima gotovo 


neograničeno mnogo. Stoga je tražena srednja vrijednost brzine česti- 


ce 


a ix 2 ZB: s 
v==- [vdn =[vh(v)dv = < 
"* 2 o Va 


Eto jedne neobično važne upute, što treba smatrati srednjom vrt- 
jednošću slučajne veličine. Tu srednju vrijednost u teoretskim razma- 


tranjima češće zovemo očekivanom vrijednošću ili naprosto očekrivanjem 




















Pokazali smo da slučajne veličine ki Ni LA imaju normalnu 
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ne veličine. 
Definieija 2.14. Slučajna veličina X neka ima gustoću razdiobe 
. Ako je integral 


E(X) = [xf(x)dx : (2.129) 


-o 


tno konvergentan, zvat ćemo ga očekivanjem slučajne veličine X. 
o da je slučajna veličina stanovita funkcija nad prostorom 
entarnih dogadjaja. Ako očekivanje E(X) te funkcije postoji, tada 
) očekivanje realni broj! Promatramo li slučajne veličine, za koje 
sij očekivanje, nad istim prostorom vjerojatnosti, tada je očeki- 
jedna funkcija koja slučajne veličine preslikava u realne bro- 
Takvu vrst funkcija nazivamo funkcionalom. Dakle očekivanje je 
tonal. No važno je zapaziti da očekivanje ne mora biti definira- 
za svaku slučajnu veličinu. Za slučajnu veličinu X s Cauchyjevom 
bom f(x)= z kra: očekivanje nije definirano, jer integral 

[ xd 
-% 1+x2 
rergira apsolutno. 
ida se Definicija 2.14 može proširiti i na diskretne slučajne 
€, stavljajući za gustoću razdiobe izraz (2.29), pri čemu (2. 


sa X,Te 


N= [x] p,6ix-x.Idx = Pp. X6(1x-x.]dx = x. 
ža ii i ž i si i ž ii 


đ 


1 ćemo posebnu definiciju i za diskretne slučajne veličine. 
inteija 2.15. Diskretna slučajna veličina X neka ima funkciju 
OJatnosti P(x,)=p, 1 i=0,1,2,... . Ako X poprima samo konačan broj 


tih vrijednosti X, i=1,2,...,n, tada se suma 


n 
E(X) = > *,Pi ' (2.129a) 


\ OČekivanjem slučajne veličina X. Ako pak X poprima beskonačno 


fazličitih vrijednosti Xi, i=1,2,..., i ako red 
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E(X) = 2 x,Pi (2.129b) 


apsolutno konvergira, njegovu sumu E(X) zvat ćemo očekivanjem slučaj- 
ne veličine X. A 

Ako diskretna slučajna veličina X poprima beskonačno mnogo vrijed- 
nosti, očekivanje ne mora postojati. 


Primjer 2.52. Za diskretnu slučajnu veličinu X koja poprima vri- 


jednosti xj=i, i=1,2,3,..., a ima funkciju vjerojatnosti PX, )= mI i, 
ne postoji očekivanje, jer red T 
C 6 vil 
AE "e ia i 


divergira. M 
U mnogim kasnijim primjerima bit će opravdan naziv očekivanje za 
diskretne slučajne veličine. 


Primjer 2.53. Očekivanje slučajne veličine X s binomnom razdiobom. 


Funkcija vjerojatnosti u ovom slučaju glasi (isp. (2.35)) 


m _n-m 


p(m) = ()P q , 


a slučajna veličina X poprima vrijednosti m=0,1+2#+:7.zhe Stoga je 


n " _ 
E(X) = 2 mpim = GP "qa 4 sai pra" m 
m=0 “S 
n 
MCI aa -1).m-1 _n-m 
= p 2 Ni nam e A , oR LP q = 
m=1 
: n-1 
= =i- -1 
=np) PJea IE oz oapipta)"" = np. a 
r=0 


Primjer 2.54. Očekivanje kontinuirane slučajne veličine X S 


likom razdiobom u intervalu (b,c). Ovdje gustoća razdiobe glasi (isp: 


Prema tome je 


(2.37)) £(x) = 1/(c-b) za b<x<c, £(x)=0 za ostale x. 
6 2 
= xdx e=b“ _ i 
EX) = | (2B 7 2(ebr 7 zUto 


Očekivanje se ovdje dakle nalazi u sredini intervala vrijednosti slu“ 


jedno“ 




























sojeg su na obje strane brojevnog pravca rasporedjene vrijednosti 


i;ne veličine. 


a vrijednosti iz intervala (b,c), b<x<c. Pomnožimo li ove nejed- 
s £(x) i integriramo u granicama od b do c, dobit ćemo b<E(X)< 
ično bi tekao dokaz i za diskretnu slučajnu veličinu. Primijeti- 
kodjer da je dimenzija očekivanja (ako postoji) jednaka dimenzi- 
[x]. 


anja, a i neka koja ćemo kasnije upoznati, opravdavaju zašto 


ipadne slučajne veličine. Simbolički: [E(x)] Ova svojstva 


vanje slučajne veličine X nazivamo još i centrom ili središtem 
be slučajne veličine X. Centar razdiobe označavat ćemo najčešće 


ić. a; ponekad slovima va-rrerer ili b. Ima medjutim i drugih 


ili više ustaljenih oznaka za centar: m, u, itd. Valja takodjer 


s težišta. Ako su na brojevnom pravcu rasporedjene točke x _, x 
ako je u točki X; i=0,1 ( 
"& smješten u točki x a mm g ke PM) / (m oEMg ++ + ++m i) + 
čina X neka ima par ea još pix, )=p,, i=0,1, 
i=0,1, 
masa i centar razdiobe, jer ako računamo (x oPo *IPat 


dit ćemo E(X), budući da je p o*Pite 


jeng 
smještena masa m;, ....,h, tada je težište (centar) 
Diskretna slučaj- 
.,n, pa ako pridru- 
ise | vjerojatnosti: mp, izrazi za 
2. HX 

nPn)/ (Po*Pi+ 


AM slično, ako je kontinuira- 


n, na da su pridruženi i 


+.+pzie 


Jna veličina X zadana svojom gustoćom razdiobe f(x), koju zamislimo prikaza- 
iljom y=f(x) u Kartezijevu koordinatnom sustavu 0XY, pa želimo naći ga 


i homogene ploče) omedjenog krivuljom y=f(x) i osi X, računali bismo po for- 


jurtu) du ; 


-o 


[xf(x) dx [f(x) dx = 
" Upravo centar razdiobe odredjene gustoćom f(x). 
tmjer 2.55. Slučajna veličina X neka ima opću normainu razdiobu 


), danu gustoćom (2.38). Računamo očekivanje 


zilovvr ine s 
-181- 





















či pa (x-a) ? 
E(X) — [x exp(- -=—) ax = 


ov2nu -o 2a2 2m = 








m funkcija vjerojatnosti imaju (relativni) maksimum, naziva se mod. 


imo u kakvom odnosu stoje mod i centar razdiobe za .slučajnu ve- 


o 2 % 2 

oj J =y /2 a 4 /2 co 2 šo 

> ye dy + > [e dy 2 x 1 = 

V2m -% /2n -e [x“exp(- koi = ovžfyl/? e“Yay = o/2r(3/2). 

o [of o 

Prvi integral jednak je 0, jer je integrand neparna funkcija, a inter : : u 

, er ko je (vidi str. 103) T(3/2)=/"/2, dobivamo a=E(X)= ovr/2 = 1,25336. 

val integracije simetričan obzirom na ishodište. Sjetimo li se jednog b 2 

no da je a>M, Što se moglo i naslutiti gledajući Sliku 2.47, jer 

svojstva gustoće standardne normalne razdiobe N(0,1), možemo odmah 


reći da je drugi pribrojnik jednak a. m. . : 
Primjer 2.57. Slučajna veličina X iz Primjera 2.12 bila je mješo- 
Došli smo do neobično važnog rezultata E(X) =a, što znači da i 


tipa. Njezina gustoća razdiobe sadrži i delta funkciju: 
parametar a u općoj normalnoj razdtobi ima značenje centra razdiobe. 





: 1 š 
£(x) = zziH(x-2+a) - H(x-2-a)) + + -2+ _a- 
Gustoća opće normalne razdiobe ) Zal ( )) zU6 (x t+a) + 6(x-2-a)). 
(x-a) 2 najmo očekivanje ove slučajne veličine primjenom formule (2.129). 
£(x) = exp(- Ks + 
i ovu 2a2 Nu jja 1% 4 - 
“zg fo xdx + Z [x8(x-4+a)dx + i [x6(x-2-a)dx = 
ima maksimum u točki x=a, vidi Sliku 2-a -o -o 


: bas : ' m m. 1 1 
2.46, i njezin graf je simetričan Salta)? -(2-a)9 de i(2-a) pe Zli+a) sE 
obzirom na pravac x=a. Dakle, kod he X: : mE 
Jebljena pravila za računanje s delta funkcijom mogu se naći u 
normalne razdiobe položaj centra po- ni A 
ama :27.. Rezultat E(X) =% zaista smo mogli i naslutiti na osno- 
klapa se s položajem maksimuma gus- 





netrijske simetrije kvadrata i jednolike razdiobe na njegovom 


toće. Slika 2.46 . 
Budući da standardnu normalnu razdiobu dobivamo iz opće stavljaju s 3 . 
rem 2.18. Kontinuirana slučajna veličina X neka je zadana svo- 

ći a=0 i o=1l, zaključujemo da je E(X)=0 za slučajnu veličinu X sa star 1 ; 
oćom razdiobe £x(x). Neka je & neprekinuta i derivabilna funk- 

dardnom normalnom razdiobom. Drugim riječima, cetar standardne normal“ R ' 
: pomoću koje je odredjena slučajna veličina Y=9(X). Ako po- 
ne razdiobe leži u ishodištu. A Oček , ONA 
očekivanje slučajne veličine Y, tada vrijedi formula 
Primjer 2.56. Očekivanje slučaj- ' 


ne veličine X raspodijeljene po Ray- EY) = [6 (x) f(x) dx hn (2.130) 





leighjevu zakonu (isp. (2.46)). Gus- i 
i P integral na desnoj strani jednakosti (2.130) apsolutno konver- 
toća razdiobe dana je izrazom 
o ove razdiobe j tada Postoji očekivanje E(Y).i vrijedi formula (2.130). 


fu+i----—-a 


_ x JK Dig] sao i 
£(x) = ša exp( : 5). £>0, Skretna slučajna veličina X neka je zadana svojom funkcijom 


; tn E = a 
i grafički prikazana na Slici 2.47. "Slika 2.47 nosti Px(*i)=P,, i=0,1,2,..., a funkcija 6 neka odredjuje 


did će i > Ke : , 
Maksimum gustoće nalazi se u točki M=g. Točka u kojoj funkcija gust? 4 veličinu Y=4(X). Ako postoji očekivanje slučajne veličine 


“da vrijedi formula 
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E(Y) = h $(x,)Py + (2.131) 


i ako red na desnoj strani jednakosti (2.131) apsolutno konvergira, 
tada postoje očekivanje E(Y) i vrijedi formula (2.131). 

Prvi dio teorema doka- 
zat ćemo tako, što ćemo os X ra- 
staviti u intervale (Ck+Ck4g)+ 
k=1l,2,3,..., u kojima funkcija 





ne x=x,(y)j vidi Sliku 2.48 na 


Slika 2.65 ' kojoj je nacrtan graf funkcije 


y=9(x) i ponovi nazive u izvodu formule (2.121a). Da bi olakšali dokaz 


pretpostavit ćemo da jednoznačnih inverznih grana ima konačan broj. 
Označimo integral u (2.130) sa I. Budući da je po pretpostavci taj 
integral apsolutno konvergentan, možemo ga rastaviti u zbroj konačnog 


broja integrala 


n SK+1 
I= 1 1 ovix)fi(ix)dx, 
k=1 om 


od kojih je svaki apsolutno konvergentan. U k-tom pribrojku izvršimo 


zamjenu varijable integracije x=x,(y) uzimajući u obzir da je funkci- 


. 


ja % monotona u intervalu (cxrc ), a prema tome monotona je i funk- 


k+1 


cija x, (y) u odgovarajućem intervalu. Tako dobivamo 


7 dk dx, (y) 
La y£..(x, (y)) dy. 
k=1 6(c,) xa da 


Valja primijetiti da ovako dobiveni integrali mogu biti nepravi, no 
zbog učinjenih pretpostavki oni su uvijek konvergentni. Neka je sad 


dize(c,), Ak+179 (Ck41) ako je“dx, (y) /dy>0 (što znači da su # i *K 


pi < že s . * nači 
tuće funkcije), a dk $(CK4q) + đk41 6(c,) ako je dx, (y) /dy<0 (što z 


da su 6 i X, padajuće funkcije). U .svaKkom slučaju je mE TE SD 


..,hn. Promatrani zbroj integrala nastavljamo preinačavati: 
dx, (y) PE 
dy Y 


o 


n dx, (y) 


n 








a 
ite [O vtx Gol) 


"k 


- 


) 
kš1 




















$ ima (jednoznačne) inverzne gra- 


ras" 


81 E 
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n dx, (y) 
d £x(*x(1)) “ay 


k=1 








dy = [yf,(y)dy. 


sosljednja jednakost opravdana je formulom (2.121a). Polazeći od pos- 


njeg integrala, zaključivanje se može provesti korak po korak u 
nom smjeru. Time je prvi dio teorema dokazan. 

Napominjemo da bi dokazni postupak mogao ostati elementaran, to 

| oslonjen samo na Riemannov integral, i uz nešto blaže zahtjeve 
i nkciju e, no za primjene je to što smo dokazali još uvijek pre- 
općenito. Koristeći se teorijom Stieltjesova integrala mogao bi 
lokazati znatno općenitiji teorem, pri čemu bi pretpostavljali je- 
gzistenciju integrala (2.130) i neprekinutost funkcije # na R. 
Za dokaz drugog dijela teorema potrebna je formula (2.94). Stoga 
isno ponovo pročitati dokaz te formule, da bi se razumjelo zna- 
simbola. Pretpostavimo da postoji očekivanje E(Y). Primjenom 


mule (2.94) dobivamo 


E LA ' . 
BW) =2vipyl =iyPP,oo= i ovP 
: J J k j,k j,k : j,k 
NO li u obzir značenje oznake yi = $(x, ), možemo dalje pisati 


J,k 


=) $(x,)P,; 
. JR Ko KN 


izmjena poretka sumacije opravdana je apsolutnom konvergenci- 


h promatranih redova. Polazeći od posljednjeg reda, zaključi- 


) počiva na tome što za računanje očekivanja funkcije Y slučaj- 
ičine X nije uopće potrebno poznavati gustoću razdiobe £,(y) 

\O funkciju vjerojatnosti Py(y). A 

Jedan od najvažnijih i najkorisnijih pojmova u teoriji slučajnih 
ina je pojam momenta slučajne veličine. 


(“Tinicija 2.16. Neka bude c proizvoljni realni broj, a X bilo 
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diskretna bilo kontinuirana slučajna veličina. Ako postoji očekivanje M k 
E((X-c) ) = 2 (x,-C) Pi- (2.134) 
d 








funkcije Y=(X-e)*, gdje je k prirodni broj, nazivamo ga momentom k-tog 


ređa slučajne veličine X obzirom na točku c. Napose, ako je c=0 momen. e, za ishodišne momente vrijedi 


te nazivamo zshodišnim i uvodimo za njih oznake m, (X) a š LA : (2.135) 
i : 


k 
m, (x) = E(X') = dk, (2.132) 


k=1,2,3,... . Ako je pak c=a=E(X), momente nazivamo centralnim i uvo- k 
' M,(X) = ) (x,-a) p, . M (2.136) 
dimo za njih oznake Ki 


Kk ' 4 ža prem : z 
M, (X) _ E((X-a) ) za (2.133) :č za kontinuiranu slučajnu veličinu X, zadanu svojom gustoćom raz 
£.(xX), vrijedi razmatranje o funkciji 4 (x)=(x-c)*- koje je pret- 
kližid:.. «9 4 i 
5 o Teoremu 2.19. Tome valja dodati da je u slučaju neparnog k #(x) 
Što se tiče uvedenih oznaka, na m treba gledati kao na funkciju : 

ono rastuća na čitavom R, te ima (jednoznačnu) inverznu funkciju. 
(funkcional) koja slučajnoj veličini X pridružuje realni broj Bk, dok 
čaju parnog k brojevni pravac treba podijeliti u dva dijela: 
je M, funkcija (funkcional) koja slučajnoj veličini X pridružuje broj 


: '), (C,*). U prvom je funkcija € monotono padajuća, u drugom mo- 
Centralni moment katkad je prikladnije pisati u obliku 


H%* 


sa _ k 
My (X) = E((X-E(X))*). e. Dakle za svaki prirodni broj k ispunjeni su uvjeti iz Teore- 


Valja znati da postoje slučajne veličine za koje ne postoji moment 8, pa stoga možemo izreći 


niti jednog reda. Medju kontinuiranim slučajnim veličinama takva je pem 2.20. Ako kontinuirana slučajna veličina X s gustoćom raz- 


primjerice slučajna veličina s Cauchyjevom razdiobom, a medju diskret: f(x) ima moment k-tog reda obzirom na točku c, možemo ga raču- 


nim takva je slučajna veličina iz Primjera 2.49. dati po formuli 


E((X-0)*) =  [(x-0)*e,(x) dx. (2.137) 


o 


Diskretna slučajna veličina X neka je zadana svojom funkcijom vje“ 


3 = i= Žž i Lod je 
rojatnosti Px (xi) Pir i 0,1,2,... . Želimo naći izraz za računanj Za ishodišne momente vrijedi 


momenata slučajne veličine X uz pretpostavku da oni postoje. Treba 


= 
naći očekivanje funkcije Y=(X-c)K, gdje je k prirodni broj a c realni mix = fta, (2.138) 


A i ga k ć e“ 
=(x- ko n ZA ca 5 
broj. U tu svrhu valja proučiti funkciju $(x)=(x-c)*'. To je daka '“ Centralne, uz oznaku a=E(X), vrijedi 


prekinuta i derivabilna funkcija na R. To je dovoljno da funkcija Ma . 
MX) = [(x-a)"E,(x) dx. M (2.139) 


_o 


=$(X) bude di&«retna slučajna veličina. Time su svi uvjeti iz Teorema 


2.16 za ovaj slučaj ispunjeni, pa stoga možemo izreći obzira na to da 1i je X diskretna ili kontinuirana slučajna 


: : [ka is vjero : 
Teorem 2.19. Ako diskretna slučajna veličina X s funkcijom vj] a, polazeći od formula (2.136) odnosno (2.139), primjenom bi- 


jatnosti Px (Xi)=P; ima moment k-tog reda obzirom na točku c, možemo HBrmule dobivamo 


k 


m M, (w\ k 
ga računati po formuli k(X) = m, (x) - (I)am_y (X) Foogntajćak _ (2.140) 
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Slično se za obje vrsti slučajnih veličina, primjenom formula (2.135) Ako vrijednosti slučajne veličine X imaju dimenziju, tada obzirom 


i (2.138) nalazi wule (2.136) i (2.139) dimenzija disperzije jednaka je kvadratu 


k k 
m, (X) = M, (X) + (1]aMk_y (X) boa ia“. (2.141) 


je slučajne veličine; simbolički [D(x)] = [x]%. Iz ovog i nekih 
razloga uvodi se pojam standardne devijacije ili srednjekvadrat- 
Nije teško dokazati da postojanje bilo kojeg momenta k-tog reda 

stupanja 


povlači postojanje svih momenata nižeg reda od k-tog, i da nepostoja- oj =4"D(X) ; (2.143) 


X 


nje bilo kojeg momenta k-tog reda povlači nepostojanje niti jednog mo. dna devijacija o. i vrijednosti slučajne veličine X imaju jed- 
X 

menta višeg reda od k-tog. r : 

g : dimenzije: 9x | = [el 


Masa 2 JBS. BT MJE a JAMA III, ANJA. i ino bjasnit ćemo što se kod neke razdiobe opisuje disperzijom. Konti- 


slje mlata sruga nada desniyanja slučajne veličine X: m, inim. Ptag a slučajna veličina X neka ima gustoću razdiobe fx(x), očekiva- 


vimo li k=1l u (2.140), izlazi M, (X)=m, (X)-a=E(X)-E(X)=0. Dakle central. (X)=a i disperziju D(X)=92, Neka je t proizvoljni pozitivni real- 
ni moment prvog reda uvijek je jednak nuli, ako postoji očekivanje j. Vjerojatnost slučajnog dogadjaja |x-a|>t je 
promatrane slučajne veličine.. P(|X-a|>t) = [ £,(x) dx. 


U daljnjem tekstu, ako drugačije ne naglasimo, pretpostavljamo po- |x-a|>t 


1 


2 





da je u ovom slučaju (aa) 2 /tZa1 i prema tome (x-a)Ž£,(*)> 


stojanje očekivanja i momenata o kojima se govori. 


Jedna od najznačajnijih numeričkih karakteristika razdiobe je cen- ), za integral dobivamo jednu gornju ograđu 


tralni moment drugog reda, koji nazivamo disperzijom i uvodimo poseb-, P(Ix-a|>t) p T [ (x-a) Ž£, (x) dx : 


> iz 
nu oznaku € |x-a|>t 


ađ 
= - = 2.142 ' : 
DIS) Bika) ) Mat, ( je ovdje integrand nenegativna funkcija na čitavom R, posljed- 


gdje je a=E(X). Napose za diskretnu slučajnu veličinu X iz (2.136) integral nije veći od [ (x-a)£,(x)dx=D(X). Tako smo dokazali da 
proizlazi 2 I je P(|x-a|>t)<D(x)/t2. Za diskretnu slučajnu veličinu dokaz bi tekao 
D(X) =) (x,-a)“p, >, (2.1424) 

di slično, s tom razlikom da bi integral bio zamijenjen sumom a qus- 


a so manom pra nI o za eg ana Oča razdiobe funkcijom vjerojatnosti. Za obje vrsti slučajnih veli- 


o 


D(X) = [ (-a)Ezo dx. (2.142b) 


-o 


ožemo dakle izreći 


Orem 2.21. (Nejednadžba Čebiševa) Slučajna veličina X neka ima 


Korisno je isporediti posljednja dva izraza i zapamtiti što čemu od- 


anje a=E(X) i disperziju ož = D(X). Tada vrijedi nejednadžba 


2 
x 
govara kod prijelaza od diskretne na kontinuiranu slučajnu veličinu m 





Pl|x-al2t) < 2. g (2.144) 


i obratno. t 


Napomena. Disperziju slučajne veličine mnogi u nas, a naročito u zapadnom dije“ fstimo u (2.144) t=kol, čime dobivamo 
lu zemlje, nazivaju varijancom i označavaju s V(X) ili Var(X). U engleskom jeziku 1 
kaže P(|X-a| » ku.) £ -5 « 


za ovaj pojam upotrebljavaju riječ "variance'", no u tom jeziku se za očekivanje Kk 


""expectation'', ali u nas se ipak ne govori ekspektacija. Disperzija je bolji naziv 


od varijance, no najbolji bi bio raspršenje. Jednadžba kaže da je odstupanje slučajne veličine X od njezinog 
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centra, koje značajnije premašuje standardnu devijaciju, malo vjero- 
jatno. Prema tome, standardna devijacija, a time i disperzija, mjeri. 
la su raspršenja vrijednosti slučajne veličine oko njezinog centra 
razdiobe. Što je disperzija slučajne veličine X manja, to je i vjero- 
jatnost većeg raspršenja vrijednosti slučajne veličine X oko centra 
razdiobe manja, i obratno. 

Kod računanja disperzije nekih razdioba korisna je formula M. (X)= 


=m. (X) - a, koju dobivamo iz (2.140) za k=2, a možemo je napisati u 


obliku 


D(X) = E(xŽ) -(E(X))2 . (2.145) 


Primjer 2.58. Disperzija slučajne veličine X s binomnom razdiobom, 
U Primjeru 2.53 našli smo da je E(X)=np. Disperziju ćemo računati po 


(2.145), za što nam je potrebno E(xŽ). 


formuli 
n - -_ — 
E(X2) e y m“ (7) pa im np ] m(271) m-1_n-m _ 
m=0 m=1 
n-1 n-1 
< -r- -1 -1- 
a) Gen Dea" =np o Pridea“ “+ 
r= 


E=0 


n -|— 
+ np J Prkdša" izr . 
r=o 


Druga jednakost u gornjem lancu jednakosti dobivena je odmah primjenom 
postupka iz Primjera 2.53. Vrijednost prve sume na kraju lanca jednaka 
je (n-I)p na osnovi raznatranja u Primjeru 2.53, a druga suma ima vri“ 
jednost (pta)""!a1. Tako smo našli E(X2)=n(n-1)p? + np, te pomoću 


(2.145) dobivamo 


ta-4yp? + np - nše? np(1-p) 


D (X) = npaq. 


S ž žeki“ 
Kasnije ćemo upoznati mnogo jednostavnije postupke za računanje oček 
vanja i disperzije binomne razdiobe. A 


; zd 2 ; edno“ 
Primjer 2.59. Disperzija kontinuirane slučajne veličine X S jed 


likom razdiobom u intervalu (b,c). Centar ove razdiobe našli smo U 


Primjeru 2.54: a=(b+c)/2. Stoga je zbog (2.1426) 


(x-a)? i = (c-a)3- (b-a)? 
3(c-b) i 3(c-b) 





_< 2 dx _ > 4e-m)? 
D(X) = an s da - < 
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smo da disperzija raste kao kvadrat duljine intervala (b,c). To je 


du sa shvaćanjem disperzije kao mjere raspršenja slučajne veli- 


imjer 2.60.Disperzija slučajne veličine X podvrgnute općoj nor- 


X razdiobi N(a,ož). Računamo izravno po formuli (2.142b): 





e iL 2 2 o * Žž 
= Ja [(x-a) Žexp (- k. dx = S [y? e Y 124, s 
ov2n ze 2a2 V2u -e 
o 2 o 
2 ed 2 m: 2 2 
26 [2 a7Y /2ay =.28 [21/2 a-Zaz = ŽLr(3/2) = Sr(1/2)=02. 
V2n o /u oo m T 


da parametar o u izrazu za gustoću opće normalne razdiobe N(a, 
ima značenje standardne devijacije, i prema tome o2 ima značenje 
ije slučajne veličine podvrgnute toj razdiobi. X 


dmjer 2.61. Disperzija slučajne veličine X podvrgnute Rayleigh- 


azdiobi. U Primjeru 2.56 našli smo E(X) = o/r/2 = a. Potrebno 
izračunati 

g -.3 % S. ao 
= ix exp(- =—) dx = 2a2f[y e Ydy = 2021(2) = 202. 


o*o 29 o 


12702 £ 0,43092. M 


ije transformacije slučajnih veličina, vezane uz centar razdio- 


andardnu devijaciju, neobično su važne. To su centriranje: 


X — E(X) i normiranje (ili stanđardiziranje): X (X - E(X))//D(X). 


Nije je pisati Xž = x-a, ž = (X-a)/o,, ako prihvatimo oznake 


) i , pe . o o 
ia =/D(X). Za slučajnu veličinu 4 vrijedi: [x] = Tj , E(žX)= 


x 
= 0, a slučajna veličina X uvijek je bez dimenzije i lako se 


Srava da je E(X) = 0, D(X) 1. 


Pvimjer 2.62. Transformiranje opće normalne razdiobe u standardnu. 


la veličina y neka je podvrgnuta općoj normalnoj razdiobi N(a,d?). 


rajmo slučajnu veličinu X (Y-a)/o.. Primjenom rezultata iz Pri- 


a 2.33 nalazimo £x(x) = cfy(x+a), dakle 
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x 1 2 6 & 1 
.- X) = 2.9 +392 t...+ 7.5 1 8.9 + ++. 12.52 = 7 
tu(x) = P= e Še 4x), E( 36 36 36 36 
2qn 


> rezultat mogli smo naslutiti na osnovi simetrije razdiobe, vidi 
val *“ 


što znači da slučajna veličina X ima standardnu normalnu razdiobu BES. Tu se mod (najvjerojatnija vrijednost slučajne veličine) 


N(0,1). Zahvaljujući ovoj transformaciji nije potrebno imati tabele BE. M drei udati se, Biepanšje vokoionm zo Peepig 


za bezbroj općih normalnih razdioba, već se svi problemi vezani uz 


2 4.22 4,.2 
D(X) = =2(52.1+4 


36 
dardna devijacija je 952,4152. nI 


E 2 5: : 
opće normalne razdiobe ovom transformacijom dovode u vezu sa standarq. +243. .3+2 .4+1'.5) = 5,83, 


nom normalnom razdiobom, za koju postoje vrlo opširne tabele. M 


. . . . . Dj . sa je 
Primjer 2.63. Izračunajmo standardnu devijaciju slučajne veličine imjer 2.65. Izraz (2.142b) možemo upotrijebiti i za računanj 


X iz Primjera 2.2. Najprije valja izračunati centar razdiobe: rzije mješovitih slučajnih veličina, u čijim gustoćama razdiobe 


g +2Z+.+ 6.221 


Ta ze delta funkcije. Izračunajmo disperziju slučajne veličine X iz 
6 6 6 ki 


a=E(X) =) *iPy = 1. = 3,5. 
i 


ra 2.12, za koju smo očekivanje E(X)=2 izračunali u Primjeru 
Ovdje je poučno razumjeti da očekivanje slučajne veličine može biti 


: 2+a eo e 
broj koji slučajna veličina nikada ne poprima! Broj 3,5 ne će nikad D(X) = / (x-2)2 E + < [(x-2)285(x-4+a) dx + 2 [(x-2)?6(x-4-a)dx= 
1-a -e i 
ispasti kod bacanja kocke na kojoj su ispisani samo prirodni brojevi 2 1 2 1 2 2a2 
= 2+ z((-a0)-2)% + z((2+a)-2)% = 2. 
od 1 do 6. Disperzija je 6 


D(X) = oxj-a)Žp, = 2(2,5241,5240,5240,5241,5242,52)=2,916 , 
i 


funkciju #, beskonačno derivabilnu na R, vrijedi 


i prema tome tražena standardna devijacija u. = 2,916 E 1,7078. Nor-' eo 
[0(x)6(x-x )dx = 4(x ). 
o o 


o 


miranjem slučajne veličine X dobivamo X = (X-3,5)/1,7078. 


Disperziju smo mogli računati i po formuli (2.145). Tada prvo tre- 


ijedeće važne numeričke karakteristike razdiobe su koefleijent 
ba izračunati . 








E = EZ iii 2. : = 
mix“) = 1X4Pi = 2(1+2/+...+6%) = 15,16, Pije M. (X) 
2 _ 2 : k==. (2.146) 
a zatim D(X) = E(X*) - a* = 15,16 - 12,25 = 2,915. A ši oz 
U slučaju kad je disperzija D(X) mnogo manja od a? možemo je raču“ Leijent ekscesa 
' : M, (X) 
nati pomoću formule (2.145) jedino ako se može osigurati da griješka ko = 2 -3. (2.147) 
g 
x 


računa bude znatno manja od D(X), jer se tada radi o razlici vrlo blis 


e Ki . : +. i . R fi 
kih brojeva pa dolazi do pojave "gubitka točnosti". Zato je preporuč“ Ceficijenta k, i k. uvijek su bezdimenzionalne veličine. Koefici 


ljivo da se u slučaju izvodjenja proračuna vrlo ograničene točnosti, asimetrije opisuje asimetriju grafa gustoće razdiobe, ili funkci- 


npr. pri upotrebi logaritamskog računala, primjenjuje formula (2.1422) Jerojatnosti, obzirom na pravac x=a kroz centar razdiobe, uz pret- 


odnosno (2.142b). ku da je utjecaj centralnih momenata neparnog reda većeg od 3 


Primjer 2.64. Treba izračunati standardnu devijaciju slučajne ve“ tiv prema M.(X). Na Slici 2.49 vidimo kako se predznak koefici- 


ličine X iz Primjera 2.3. Računamo očekivanje g k, u tom slučaju odražava na asimetriju gustoće razdiobe. Za sve 


=192E 
=193- 


simetrične razdiobe, kojima je graf gustoće razdiobe simetričan obzi. 
M, (X) = m,(X) - 3am, (X) + 2a?, 

























rom na pravac x=a, svi centralni momenti neparnog reda jednaki su nuli 
' 


vanjem izračunatih ishodišni i j 3 i 
pa je za njih k.=0. Ako je medjutim za neku razdiobu k_=0, to ne mora Mjeri išnih momenata i sredjivanjem nalazimo 


5 ia = o5(n-3)/n/2. Budući da je o,=oy(4-1)/2, po definiciji (2.146) 
k,>0 ; k,<0 








_ n=34/ g pe 
ko ATi Tr 3. 


Q sličan način računa se i koeficijent ekscesa. Izlazi 
32 - 3n2 


ko= => -3£0,245. 
e (4-n) 2 , ki 








O a x O 


Slika 2.49 Slika 2.50 


značiti da je razdioba simetrična, jer može biti M, (X) #0 za neki ne- rakteristične funkcije slučajnih veličina tijesno su vezane s 


parni broj k>3, a tada razdioba nije simetrična. Najvažniji primjer tima tih veličina. Mi smo karakteristične funkcije slučajnih ve- 


simetrične razdiobe je, dakako, opća normalna razdioba N(a,o2). Razdi- uveli kao Fourierove transformate njihovih gustoća razdioba 
d u 


oba Studenta je takodjer simetrična, dok x2-razdioba nije simetrična. (2.109). Postoji drugačija interpretacija karakterističnih funk- 


Koeficijent ekscesa opisuje zašiljenost grafa gustoće razdiobe, i ; 


odnosno funkcije vjerojatnosti. Točnije, ako je razdioba simetrična i S ciljem da se postigne prikladnija simbolika, u nekim teoretskim 
ob 


normirana (tj. transformirana tako da pripada odgovarajućoj normiranoj ranjima uvode se kompleksne slučajne veličine W=U+iV Ovdje su 


slučajnoj veličini), te ako je utjecaj centralnih momenata parnog reda, (realne) slučajne veličine u običnom smislu, dok je W slučajn 
, a 


< j i j je u d x ; : ž 
većeg od 4, zanemariv prema M,(X), tada pozitivan ke. pokazuje da je ina u stanovitom proširenom smislu, jer je besmisleno govoriti 


centru razdiobe (u ishodištu) krivulja gustoće razdiobe jače zakrivlje ajnom dogadjaju (W<w) kad je w kompleksni broj. W treba shvati 
“ . i= 


na i ima veću ordinatu od krivulje gustoće standardne normalne razdio- ao uredjeni par slučajnih veličina (U,V), dakle kao slučajni vek 


be; vidi Sliku 2.50. To znači da je koeficijent ekscesa tako definiran X Za koji postoje još neke dodatne dpendnikja,. dladonten, umedi 
2 r se 


da bude jednak nuli za svaku normalnu razdiobu. Dakako, značaj koefi“ ivanje (srednja vrijednost) kompleksne slučajne veličine 


cijenata ka d ke ne počiva na opisivanju oblika krivulje gustoće raz“ E(W) = E(U) + 1E(V). (2.148) 


diobe ili funkcije vjerojatnosti, već na numeričkom izražavanju svoj“ * Odredjeni kompleksni broj. Uvodi se i disperzija kompleksne 


stava razdiobe. ne veličine s očekivanjem jednakim nuli: D(W)=E(1W|Z)=E(U24+v2) 


Primjer, 2.66. Koeficijent asimetrije i ekscesa Rayleighjeve razdi 


= 2)z 
obe. U Primjeru 2.56 našli smo a=9/"/2, u Primjeru 2.61 m. (X) =E (X 


=232 i D(X).Ovdje ćemo izračunati m, (X) =E (X): 
eo 2 m oj m E(Z) = E(cos(vX))+ iE(sin(vx)). 
m, (X) = = [x“exp(- *—)dx = 2/203[y%/Že Yay = 2/2o31(5/2)=303/1/2* Be. ia 
2 2 ia ajna veličina X i di Pa 
E Ža % ima gustoću razdiobe f(x), primjenom Teorema 


Iz (2.140) za k=3 izlazi " dobivamo 


=195- 
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e o e te proizvoljnog reda. Tada Maclaurinov razvoj karakteristične funk- 
E(Z) = [cos(vx)f_(x)dx + i [sin (vx) £, (x) dx = jee ixhdx, uo. a . ' 
_o X _o -o cije u svojim koeficijentima sadrži ishodišne momente aL: 


R 


No to je upravo karakteristična funkcija (2.109) slučajne veličine x, “0 - j E iv)! 
X š PT : 
r=o 


Ako bi diskretna slučajna veličina X bila zadana svojom funkcijom vje- 


rojatnosti py(x), gornjim postupkom dobili bismo formulu (2.110). za lje je dakako a.=m (X)=1. Ako ovaj red ima polumjer konvergencije 


oba slučaja vrijedi dakle od 0, tada postoji uzajamno jednoznačno pridruženje izmedju funk- 


ivX) , (2.149) je razdiobe slučajne veličine X i njezinih ishodišnih momenata ar 


92 (v) = E(e 
: M . =0,1,2,... . Drugim riječima ishođdišni momenti tada jedinstveno od- 
Treba dobro razumjeti da Z=etv* nije slučajna veličina u običnom smi- 7 g . : 


slit, L da očekmvatja € gorit (2.149) nije a sbićnem snistimi uju razdiobu. Tu nalazimo objašnjenje zašto su momenti tako važne 


ričke karakteristike razdioba. Vidjeli smo da ne moraju postojati 
Realni broj E(|X-e|X) zvat ćemo apsolutnim momentom k-tog reda ' š li : 


momenti neke slučajne veličine. Formula (2.150) pokazuje da deri- 
slučajne veličine X obzirom na točku c. Pretpostavimo sad da slučajna » * 


s jilnost karakteristične funkcije u ishodištu ovisi o ponašanju gus- 
veličina X s gustoćom razdiobe fx (x) ima apsolutni ishodišni moment : P ki 


k-tog reda E(lxlf). Derivirajmo integral (2.109) po v r puta, r=1,2,.. 
\enata razdiobe. 


ko (r) or iv r > VN : 
o ov =i Je x fy(x)dx. Najvažnije numeričke karakteristike razdiobe najlakše se dobivaju 


-_o 


S : oću derivacija logaritma karakteristične funkcije 

Budući da za r=1,2,...,k, integral po Weierstrassovu kriteriju unifor- i 
s : : ma "(v) = ln e,.(v) 

mno konvergira obzirom na v u proizvoljnom konačnom intervalu, jer je X X 


pra s se naziva kumulantnom funkeijom. Umnožak vrijednosti r-te deriva- 
ive _F E ka 
e x £ (x)dzx| < x| £.(x)dx = E(|x]|") : - 

I X JI | X Ixl0, kumulantne funkcije u ishodištu s i " nazivamo kumulantom (ili 


_o 


a postojanje apsolutnog momenta k-tog reda povlači postojanje apsolut- Invarijantom) r-tog reda slučajne veličine i označavamo simbolom 


nih momenata svih redova nižih od k-tog, prvih k derivacija karakte- -r.(r) 
Ke7i 4x (0). (2.151) 


ristične funkcije možemo računati tako da integrand deriviramo po v 


; a te či da je 0x(0)=m (X)=1, imamo x =ln 1 =0. Zatim je 
potreban broj puta. Iz uniformne konvergencije obzirom na v promatra“ o o 





0% (0) 
nog integrala u svakoj okolini točke v=0 proizlazi da je funkcija ki“ il ŽE = i-*0(0) = m, (X) =a, 
X 
045) tv) neprekinuta u točki v=0 za r=0,1,2,...,k. Napose je E : 
* “ Osnovi (2.150) za r=1; nadalje 
a =nif) =a "e M, (2.150) . 
too« x 1-2 9%(0)0x(0)-(0x(0))* — _, PET ' ' 
sAn ž Be do = 4 0(0)=(i 0:(0)) =m,(X) = (m (X))7, 
r=1,2,...,k. Vidimo kako se na jednostavan način ishodišni momenti, X X 2 1 


2 
(9%(0)) 


kad postoje, mogu dobiti pomoću karakteristične funkcije.Formula 
, na osnovi (2.150) za r=1,2, a zbog (2.145) je dalje 


(2.150) vrijedi i za diskretne slučajne veličine. 
kK2 7 D(X) = M. (X). 


, sa ić a i : išne mo- 
Pretpostavimo da slučajna veličina X ima apsolutne ishodiš Iz prethodnih razmatranja proizlazi 
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Lema 2.1. Ako slučajna veličina X ima očekivanje a, i disperziju 2,34) za Poissonovu razdiobu: E(X)=a, D(X)=a. To nije neobičan rezul- 












ož, tada je druga derivacija pripadne kumulantne funkcije "(V) nepxe E, jer valja znati da je parametar a u funkciji vjerojatnosti za 


kinuta u točki v=0 i ima vrijednost #"(0) = -o2. % onovu razdiobu uvijek bezdimenzionalna veličina. Standardna devi- 
X x 
3 . ija je o =/a, pa je koeficijent asimetrije k =a“ gre. i koefi- 
Nešto duljim računom može se doći do slijedeće dvije kumulante 3 # a / 


-1 
ent ekscesa Ko =5 =a.» 
a 


= s 2 IJ 
k3=M. (2). K,=M, (X) = 3(M,(X)) : 


I tako vidimo da je prva kumulanta jednaka očekivanju, druga je Primjer 2.69. Numeričke karakteristike binomne razdiobe. Centar 


jednaka disperziji, treća kumulanta podijeljena s 2! Pao. daje koefi- obe našli smo već u Primjeru 2.53, a disperziju u Primjeru 2.58. 


cijent asimetrije, a četvrta kumulanta podijeljena s kizo, daje koefi. terističnu funkciju (2.128) našli smo u Primjeru 2.51, pomoću 


cijent ekscesa: je nalazimo kumulantnu funkciju 





_ . Na *.(vy) =nin(pelV+ gq). 
a =E(X) = Ki ka = 372 u P q 
2 (2.152) 9 li oznaku z=q/(pe"“+q), prve četiri derivacije kumulantne 

2 <a 

=D) =«, k.= E sije možemo izraziti na slijedeći način 

. : 
2 
x (v) = in(1-z) #13) = -i>n(z-322+22?) 
To je neobično interesantan i koristan rezultat, koji ćemo odmah pri- Ž ž Ti i ž : : 
: (v) = i“n(z-z“) + )(v) = in(z-72 +122“-62'). 


mijeniti. 
Puinjen 2.87, fangrišta kumivanlavike ode somaiaa zaađteka. ajući v=0, čemu odgovara z=q, i primjenjujući formulu (2.151), 
ivamo redom k, = n(l-q) = np 
s n(q-q?) = npq 
= -n(q-3q2+2q") = npq(1-2p) 
= n(q-7q"+124-64*) = npq(1-6pq). 


Iako su nam ove karakteristike već poznate, naime očekivanje i disper- 


FW 


zija su parametri a i g2 u gustoći razdiobe, a koeficijent asimetrije 


A 
hu or 


i koeficijent ekscesa jednaki su nuli, možemo sve to dobiti iz karak- 


teristične funkcije (2.112) izveđene u Primjeru 2.42. Pripadna kumu- << B 
a dva rezultata već su nam poznata: E(X)=a=np, D(X)=ovž=npa, a pomo- 
lantna funkcija glasi 


"x (v) = iva - v2o2/2 , uge dvije kumulante i formule (2.152) dobivamo 


a kumulante računamo po formuli (2.151): kuzi" (ia-vo2]_.=a; Ko7 ko= 1-2p ; k = iz6pg 
vnpq s npq 


>2r__21 2 : E 
zi 2 =o*; =0 za r>3, i prema tome k_=k _=0. a A 
A [ , na * “e : P a e A Ceficijentu asimetrije k, vidimo da je nuždan uvjet za simetriju 


Primjer 2,68. Numeričke karakteristike Poissonove razdiobe. Karak“ Mne razdiobe p=1/2. Funkcija vjerojatnosti (2.35) pokazuje da je 


rame: m , ž h i u . 
terističnu funkciju našli smo u Primjeru 2.50. Stoga je pripadna kum Jet i dovoljan, tj. da razdioba tada stvarno jeste simetrična. X 


lantna funkcija 


iv R 
"x (v) =a(e -l1), Primjenu teorije vjerojatnosti u statistici neobično koristan 


iv E Pojam kvantila. 


i budući da je vl? (vj=ičael“, r=1,2,3,..., po formuli (2.151) dobiv? 


: : De S CI n Ma . 
mo odmah sve kumulante k,za, r=1,2,3,... . Prema tome, očekivanje i finieija 2.17. Za kontinuiranu slučajnu veličinu X funkcija raz- 


disperzija jednaki su jedinom parametru a u funkciji vjerojatnosti (distribuanta) neka bude striktno monotono uzlazna funkcija. 
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Kvantil te razdiobe je uredjeni par realnih brojeva (x. P) za koji F(x) svaki par simetričnih kvantila 





vrijedi smješten je simetrično obzirom na 
Fx(*p) =p, ; (2.153) 





ishodište, u tom slučaju dakle vri- 



























gdje je 0<p<i. X 





U 
l 
jedi 
l 
: ise ća ! 
Obzirom na način označavanja, pod kvantilom obično se razumijeva m <a > (2.155) 
A šA t 
i č j j je drugi član naznačen u ina 
ak ske *p mjene Mr asa go g Skay, X, X Kvantile standardne normalne 
idi i i i li bismo reći da je kvantil 
vidi Sliku 2.51 i 2.52. U tom smislu mog kia dje binnćr soka dase 


“u » Vidi Tabelu VII. Kvantile opće normalne razdiobe označavat 
o sa vo Njih uvijek možemo izraziti s pomoću kvantila u . Pretpo- 
mo da slučajna veličina V ima opću normalnu razdiobu N(a,o2). U 


ru 2.62 pokazali smo da se može uvesti slučajna veličina U = 





X, 
Slika 2.51 Slika 2.52 


ordinata na inverznoj distribuanti, koja odgovara fiksiranoj apscisi 


i dogadjaji evi i (U«(y, alfe) ekvivalentni, njihove vjerojat- 


su jednake: 


Plus (y<2) fo) s P(v<v.) = Fly.) 2 Pp, 
P, simbolički: *, = Fi). Vidimo da je kvantil u. za fiksirani broj 


P, formulom (2.153) jednoznačno odredjen. Primjena kvantila počiva na 
# 


slijedećem teoremu. 


ću mo uzeli u obzir oznaku (2.40). Zbog jednoznačnosti kvantila 
Teorem 2.22. Ako slučajna veličina X ima striktno monotono rastu 


, iljedi (vp-a)/o = u odakle je 
: 14 ipadaju toj rax ' 
funkciju razdiobe F,(x), a kvantili i “Po, Ri*fg: popasaj nod hi “E aš 
š P P ž : 

diobi, tada je E. A 
: m S . (2.154) "imetrične kvantile standardne normalne razdiobe vrijedi formula 
P (x, m ) P2 Pi 

1 2 


) ), tj. uvijek je do“ up“ 
: : : mr se 
Zaista, računamo li vjerojatnost slučajnog dogadjaja < ad P2 


= Ntile razdiobe Studenta označavat ćemo sa t , vidi Tabelu VIII. 
po formuli (2.21), i uzmemo u obzir definiciju (2.153), dobit ćem 


€ gustoća ove razdiobe (2.41) parna funkcija, razdioba je sime- 
Pix.<X<x.) = Fx(x0) - Felix) =P2-Py: AN 


: : 2 Pi S Centrom u ishodištu. Prema tome simetrični kvantili Stuđent- 


ili i. 
' . ; kvant diobe zad javaj : Za 
Definicija 2.18. Ako je p fiksirani realni broj, 0<p<l, a zadovoljavaju formulu (2.155): Eas . 


pripadaju istoj razdiobi, nazivamo ih simetričnim. A -razdiobe označavat ćemo sa ho ,» vidi Tabelu IX. Sime- 


X, E 
Pp '1-p s u Čni k ona ; 2 2 A ž 
Odnos simetričnih kvantila vidimo na Slici 2.53. Jasno je da Vantili ove razdiobe, Mlon £ h, , ne zadovoljavaju formulu 


; &no 
: kažteni simetriji 2_ ' 
općem slučaju simetrični kvantili ne moraju biti smješteni simet Jer x*-razdioba nije simetrična. 


žtU 
ž jšt “anti i : iša 
obzirom na ishodište. No za simetričnu razdiobu s centrom u ishod Ntili s nekim posebnim indeksima imaju specijalne nazive. Tako 
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* ; in E iju možemo definirati kao očekivanje 
se kvantil *4,5 naziva medijanom. Lik, omeđjen krivuljom gustoće raz. jednost xj, ada entropiju 

, Dr 

, i g da = - X . 
diobe y=£x (x) i osi X u Kartezijevu koordinatnom sustavu OXY, pravcem ) = E(-1og px(X)) 
e u (2.157a) uzme binarni logaritam, tada se jedinica entro- 


ako s 


X podijeljen je u dva dijela jednake površine 0,5. Medijana se u 


"*0,5 


S A .2E i ;£. To nije dimenzija, jer entropija je uvijek bezdimen- 
općem slučaju ne poklapa sa centrom razdiobe! Kod simetričnih razdioha mneziva di . mon 3 pe 


je dakako uvijek centar jednak medđijani ina veličina, već oznaka da je broj o kome se govori vrijednost 


Primjer 2.70. U Primjeru 2.27 spominje se funkcija razdiobe za jEtopije. Pesa: gešinn misa imegju a piokingheibkn 1 PSS. 1880) 


223 < E. bel. Entropiju od jednog bita ima slučajna veličina 
slučajnu veličinu podvrgnutu Rayleighjevu zakonu. Ako slučajna veli- evi decibe PLI J g J 


čina X ima tu razdiobu, njezina funkcija razdiobe je Xx = *o ; “1 
& 1 
Fx (x) = 1 - exp(- 5) # O0<x<o, 2 2 
20? ' 1 4. O 
e H(X) = - (zlog s + zlog 2) = 1. 


Računajmo međijanu Rayleighjeve razdiobe iz uvjeta F(X, 5) = 1/2. 
X 
: == e inarno mjesto slučajnog realnog broja pisanog u binarnom 
Izlazi * s79v2 ln2 = 1,17749. Isporedimo li ovaj rezultat s centrom Mr bi . deg 2 ja P 
Li 
- nože jednakom vjerojatnošću biti ispunjeno cifrom 0 ili cif- 
a=0/r/2=1,25330 iste razdiobe (v. Primjer 2.56), nalazimo da je ažx, k Marože s) Jorg punj 
# 


4 A ; tada slučajna veličina X koja poprima vrijednosti x_=0, x,=1 
Kvantili *0.25 $%9,75 nazivaju se kvartilima, zatim decitli su pe . Ja POP 3 o “" "i 

LA LA 
kvantili s indeksima oblika 107.n, n=1,2,3,...,9, a procentili imaju 


indeksa oblika 10 .a, t=1,2,8,...,59. 


ntropiju jedan bit. Riječ bit je kratica nastala od engleskih 
"binary digit". 
Reduetranom (ili diferencijalnom) entropijom kontinuirane slučajne 


Nešto drugačije vrsti, u odnosu na dosad uvedene karakteristike, le X s gustoćom razdiobe £.(x) naziva se očekivanje slučajne 


je numerička karakteristika razdiobe nazvana entropijom. Ovaj pojam ne Y = -1og£,(X), dakle 
X 


pripada grani primijenjene teorije vjerojatnosti koja se naziva teo- 


% 
H*(X) = E(-10g £,(X)) = - Jf,(x)log £_(X) dx . (2.157b) 
rijom informacija. Iako se radi o složenom pojmu, ukratko možemo reći (x) ( g x » š. x biva X 


da je entropija numerička karakteristika razdiobe koja numerički izra“ aju da X ima dimenziju [x], pod znakom logaritma trebalo bi 


žava neodređjenost razdiobe, tj. stupanj neizvjesnosti koju će vrijed: t £x(x)-1[x]. 
nost poprimiti slučajna veličina. Za diskretnu slučajnu veličinu X $ Primjer 2.71. Entropija slučajne veličine X s općom normalnom raz- 


funkcijom vjerojatnosti Py (Xi) = Pie i=0,1,2,..., entropija H(X) je 





L oxp(- £:205))] 


r 
H* (X) = El-log( 
- ovau 2g2 


definirana jednadžbom 


H(X) = -] p,logp, > (2.1578 mo : 
i B(log (oy2r) + 294 (x-a)2) = 1log(ovžn) + Ep ((x-a) ) = 
5 2 2 2 
gdje se najčešće uzima logaritam po bazi 2. Vidimo da entropija ne “ ž8 , 


X — 
; E a 6V2en) + sloge =1 2 S 
visi od vrijednosti koje poprima slučajna veličina, a uvijek je neneJ ova 3 levžnal 


u“ ie < ž R d đ 
tivan broj. Ako pomoću funkcije vjerojatnosti py konstruiramo novu 5! JE je logaritam uzet po proizvoljnoj bazi, a pretpostavljamo da o 


čajnu veličinu Y=log p,(X) koja poprimi vrijednost log p, kad X popt* Ma dimenzije. Može se pokazati da od svih kontinuiranih slučajnih 
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veličina s jednakom disperzijom o2, slučajna veličina s normalnom ra o eo 
2. E(c) = [x6(x-c)dx = c [6(x-c)dx = ce. 
diobom N(a,os“) ima najveću moguću entropiju! M si -o 
atim 
2,9,1, SLUČAJNA VELIČINA KONSTANTA I NEKI S OBLEMI D(e) = [(x-c)%s(x-c)dx =  [0.8(x-c)dx = 0. 
U Primjeru 2.11 uveli smo konstantu c kao diskretnu slučajnu vel;, Neka X bude kontinuirana slučajna veličina s gustoćom razdiobe 


činu koja ima matricu razdiobe 


Q)- 


Slučajnu veličinu konstantu ubuduće ćemo označavati istim simbolom, 


smislu možemo računati očekivanje po formuli (2.130) 


e 


o o 
+ = = 
kojim je označena i jedina vrijednost koju ona poprima s vjerojatno- 14 2! [(6]x+c,)£, (x) dx € [xf2(x)dx +e [£4(x)dx = 
so 2 


-o 


šću 1. Jasno je da ona može poprimati i druge vrijednosti, ali s vje- 









= CJE(X) + ss * Cja + C2, 
rojatnošću nula. Sjetimo se da to ne moraju biti nemogući dogadjaji. A : 
sperziju po formuli (2.142) 


Zamislimo da je skupu točaka dužine AB iz Primjera 2.11 dodana još 


LI 


E((cjX+c, - (ca+c,))7) = E((c (X-a)) 7) = 
jedna točka, nazovimo je C, udaljena od pravca p za 2c, vidi Sliku 2, 1 : 


21. Slučajna veličina X mogla bi poprimiti tada i vrijednost 2c, ali 


fei(x-a) fx (x)dx = € D(X). 
S vjerojatnošću 0. Njezina funkcija razdiobe ostala bi i dalje H(x-c). Ši ; 


ću o s : pa ž i ka rai g E 
Budući da je konstanta c diskretna slučajna veličina, njezino oče- | Postupak računanja već smo primijenili u Primjeru 2.71. Posve 


L rezul i ivaj čaj ; ra 
kironje računamo po čermmait (2.180: ultati dobivaju se i u slučaju kad je X diskretna slučajna 


a. 
CI 


E(c) =c.l=c. 


ljutim mi mož ; Šas si . 
Našavši centar razdiobe, disperziju računamo po formuli (2.142a): ožemo smatrati da je slučajna veličina Z zbroj slu- 


S veliči i : ia : 
Made 22 pK ine ciX i slučajne veličine co, a cx da je produkt slučaj- 
* Ž ličine c sa sl ps \ .. Hi 
' ' : 1 učajnom veličinom X. Ovaj drugi pristup naročit 
Riječima: očekivanje konstante jednako je samoj konstanti, a disperzi 1 :' d : 
. adan kad treba računati očekivanja raznih funkcija više slu- 
ja konstante jednaka je nuli. Može se dokazati da jednadžba D(X)=0 P 


4 Veličina, čime ćemo se uskoro ba i j 
i viti. Ovdje se prvi put susre- 
vlači X=c. Dakle disperzija slučajne veličine jednaka je nuli onđa + d : Bi 


5 Potrebom da množimo i zbrajamo slučajne veličine različitih 
samo onda, kad je slučajna veličina konstanta. ' 


po :! Pa ćemo na jednostavnim primjerima razmotriti te probleme. Pret- 
Primjena Stieltjesova integrala ili teorije distribucija omogu 


ja se znanje iz teorij i j jeng 
: ' 3 ; je distribucija u dosad primijenjenom op- 
va da se s diskretnim i mješovitim slučajnim veličinama računa jedna X a s i 


ko kao s kontinuiranim. Kako smo se u ovom prikazu teorije vjerojatn? mimi 
Br. o“Tger 2.72. Kontinuirana slučajna veličina X ima gustoću razdio- 
sti odlučili na primjenu teorije distribucija, podsjetimo se da Je 
* Treba naći gustoću razdiobe slučajne veličine Z=c, X+c ako 
stoća razdiobe konstante jednaka &(x-c). Prema tome je seko A 1 2" 
smatramo slučajnim veličinama konstantama. Slučajna veličina 
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V=c, ima gustoću razdiobe 6(v-c,), pa budući da su očito slučajne ve. stoća razdiobe slučajne veličine X je 


n=1 


i deke -b), 


ličine X i V nezavisne, gustoća razdiobe slučajnog vektora (X,V) je 


fi) 
z X 
fx (x)8(v-c,). Za računanje gustoće razdiobe £4(Y) produkta Y=XV upo- 
šajne veličine Y 
trijebit ćemo formulu (2.119): 





£,(y) = n(H(y) - Hy - 2))- 
E. Te c.+E 
. du VAR! a 
fy(y) = : 1 Ex) 6 u-eDqeT = . Pasije PAS S i bismo slično kao u prethodnom primjeru računati konvoluciju 
% ž «E, (2)=f.(2), no lakše je raditi metodom karakterističnih funk- 
+ 
x = 1 a Za slučajnu veličinu X karakteristična funkcija je 
= TT EE 7 zar“ = Ta,T fx kori š 
m=1 n-1 is, 
k. J 1 Tata = kje ivX ix će L j če (25) - Ž e 1 : 
dakako uz pretpostavke C1#0, g>0 i Og (c]-e, Cite). Slučajne veličine k=o "-> k=o sI 

e “= 


Y=c,X i W=c, takodjer su nezavisne. Gustoća razdiobe slučajnog vekto- 


ko slučajna veličina U ima jednoliku razdiobu u intervalu (b;6), 
ra (Y,W) izražena je produktom £y(y)S(w-c2), pa gustoću razdiobe zbro- 


Go je gustoća razdiobe 
ja Z=Y+W možemo računati kao konvoluciju 


ete fy(u) = ZK (H(u-b) - H(u-c)), 
£,(2) = fy(z)hčiz-o2) = sn ann 7 teristična funkcija 
+ : c ivc _ _ivb 
ika ov) = zg felv“du = ŠrozBr— > (2.158) 
= gita). j se-spidu = f,(z-0.). b 
: pose, za slučajnu veličinu Y dobivamo 
Tako smo našli da je £,(2) = mI fx ((z- €2)/c,) , 3 iv 
ov) = be"-1. 
Y iv 


što je, dakako, u skladu s rezultatom iz Primjera 2.33. M 


eristična funkcija zbroja Z jednaka je produktu karakterističnih 
Jasno je da prethodno razmatranje nema praktični već ilustrativni / i 
k ja nezavisnih pribrojaka: 
značaj. Postoje ozbiljniji problemi, koji se rješavaju sličnim postup 
I paž 
Ive _- IJa 


kom. 92 (v) =02(v)9,(v) = 


Primjer 2.73. Diskretna slučajna veličina X ima jednoliku razdio jujući ovaj rezultat s izrazom (2.158) nalazimo da zbroj Z dis- 


bu zadanu matricom 


/ hn mE m. ie slučajne veličine X i kontinuirane slučajne veličine Y ima jed- 
haa dole I 
i n non 
X 5 ka razdiobu u intervalu (0,1). Z je dakle kontinuirana slučajna 
Load 414 Eo 
(nnnon no ina! » 


s : D o 
gdje je n prirodni broj, a kontinuirana slučajna veličina Y ima jedn 
liku razdiobu u intervalu (0,2). Treba naći gustoću razdiobe zbroja 


Z=X+Y, uz uvjet da su slučajne veličine X i Y nezavisne. 
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2,5,2, OČEKIVANJE FUNKC VIŠE SLUČAJNIH VE s 
I MOMENTI VIŠEDIMENZIONALNIH RAZDIOBA (1 


no ga momentom (k,+k.)-tog reda slučajnog vektora (X,,X,) obzi- 


X.) proizvoljni slučajni vektor. Ako postoji očekivanje funkcije 
k 
) Štn,=62) 2, gdje su ki id k, nenegativni cijeli brojevi, na- 





Da bismo našli daljnja svojstva očekivanja, potrebno je PoOpĆćen; 
.* točku (c 162) + Napose, ako je Ci=C,70, momente nazivamo isho- 
Teorema 2.18 na funkcije više slučajnih veličina. Polazeći od formula 1 


i i uvođimo za njih oznake 
(2.116) odnosno (2.123), zaključivanjem sličnim onom što je Proveden, 


k, k 
& lx.Ž) = 
X) "EX, k)esa 


u dokazu Teorema 2.18, može se dokazati 1 


k. ! (2.161) 


ka.ka 


m (X, 
\ Beta du 


Teorem 2.23. Kontinuirani slučajni vektor (X],X2) neka je zadan 


iFa1rE (Xi) i co=a,=E(X2), momente nazi- 


>) centralnim i uvođdimo za njih oznake 


A : =0,1,2,... . Ako je pak c 
svojom gustoćom razdiobe fx (%i+%2) + Neka je & neprekinuta i diferen- š 


cijabilna funkcija na RŽ, pomoću koje je odredjena slučajna veličina 


k k 
= ki pa 4 n . 7 bi 1 2 zA 
Y = $(X],X,). Ako postoji očekivanje slučajne veličine Y, tada vrije- M %:£2) = E((X,-a,) tx,-a,) ) = "kak, : (2.162) 
di formula ; 
s. M2,... . M 
E(Y) = [ [0(x,,x.)£.(x,,x.)dx,dx, , (2.159) 
12 "A 142 271 2 : : x A i ć < 
EušuL tražimo praktične izraze za računanje momenata višedimenzional- 


i ako integral na desnoj strani jednakosti (2.159) apsolutno konvergi- 


ra, tada postoji očekivanje E(Y) i vrijedi ta jednakost. ' jatnosti Px(%14:X24) = Pi i" Tražimo očekivanje funkcije Y = 
K 1, : . 


: : Kk 
Diskretni slučajni vektor (X],X2) neka je zadan svojom funkcijom Ci) *(X.-02) . Budući da je funkcija $(X],%2) = (x1-C,) L 


vjerojatnosti Px(*1,1'*2,4) =Pi,j' i,j=0,1,2,..., a funkcija # neka o) 2 neprekinuta i diferencijabilna na R, možemo primijeniti 


odredjuje slučajnu veličinu Y=0(X],X2). Ako postoji očekivanje slučaj- (2.160). Tako smo dokazali 


ne veličine Y, tada vrijedi formula Teorem 2.24. Ako diskretni slučajni vektor (X4,X2) s funkcijom 


jatnosti Px(X1i ima moment (K|+k2)-tog reda obzirom 


i'%24)7P1,j 


ku (C],€2)>, možemo ga računati po formuli 


EY) = DA Li*25)P (2.160) 


i] 


ij 


i ako red na desnoj strani jednakosti (2.160) apsolutno konvergira, Kk Kk k i 
b Ž 2) _ . 1 pa : 
tada postoji očekivanje E(Y) i vrijedi ta jednakost. X (X, Bi) (x2-02) l« ud Ci) (2; na Py (*li'*23)> 
1, 


Isporedjujući š i š ij ško za“ eda 
sporedjujući tekstove Teorema 2.18 i Teorema 2.23 nije teš BE kogišna momante vrijedi 


ki k 
=) Morkox Bobo 
2 i,j dd. 23 "8" 1172) 


misliti kako bi glasio analogni teorem o očekivanju funkcije n slučaj“ 


4% ), (2.163) 


nih veličina. 1" 


I za višedimenzionalne slučajne vektore takodjer se uvodi pojar “ Centralne, uz oznake a,=E(X,), a,=E(X,), vrijedi 


' < s 
: 5 Prde (*25-42) Px(*141%2;) .\ (2.164) 


momenta. Tu postoji mnogo više mogućnosti nego kod (jednodimenzional“ 


1 u 
: si 
nih) slučajnih veličina. Ipak se u primjenama pokazalo da su najvaž" ki,k 


ji oni prvog i drugog reda. za kontinuirani slučajni vektor (X],X2), zadan gustoćom razdio- 


k 
Definicija 2.19. Neka budu c, i c, proizvoljni realni brojevi, * -C1) X 


ž 11%), vrijedi razmatranje o funkciji (X1x) = (x 


1 
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k 


+(x2.-C2) < koje je prethodilo Teoremu 2.24. Svi uvjeti za primjenu Diskusija o momentima a i % 1 ima smisla samo uz pretpostavku 
P. \ LA 


1,0 


formule (2.159) su ispunjeni, pa možemo izreći romatrana očekivanja postoje. U daljnjoj diskusiji, ako drugačije 


Teorem 2.25. Ako kontinuirani slučajni vektor (X],X2) S gustoćom e rečeno, pretpostavljamo postojanje svih promatranih očekivanja. 


razdiobe £x(X1,%2) ima moment (k;+k.)-tog reda obzirom na točku (e, za dvodimenzionalnu razdiobu uvest ćemo standardne oznake: 


1C2), možemo ga računati po formuli SE (X1), a,=E(X,). Točka (a],a2) naziva se centrom dvodimenzionalne 
ki k, % o k, k, jobe. Zato se momenti "kk nazivaju centralnim. 
m da = pr = q 1 
E((X,-€,) (2-62) “) | oIia-e) “fa-e,) Ex (ki +x2) dk od) 1".2 


-o o 


Napose, za ishodišne momente vrijedi 


nicije (2.162) za ki=2 ; k.=0 odnosno ki=0, ko=2, dobivamo cen- 


e ek. k 
= dk 2 
1'*2 x 1 E X, fx (Xi,Xx2)dx,dx, i (2.165) 


č momente drugog reda, koji imaju značenje disperzije komponena- 
k 


2 ai p _ že <a <= 
čajnog vektora (X],X2): 42,07P (Xi) = E((X, a1) e =D(X.)= 


"0,2 


a ga peaisnuiej s oenaka s oil BP» KISA“ (9-22) 7). Možemo ih računati pomoću slijedećih izraza. Za dis- 


oo oo k k . . 
u = [ [(x,-a,) l(x.-a.) ŽE (x, ,x>)dx,dx .*% (2.166) Mane sova: 
kirk2, EH 1 1 2 2 X il ž 2 2 BU 2 2 
' zA Poli-šu) Px, (xly) = iči Še Px(X141X23) # 
.s . nj . . . ._- LA 
o momenti prvog reda su %,0 i *& 1“ Definicija 2.19 po- (2.168) 
kazuje đa oni imaju značenje očekivanja komponenata slučajnog vektora ku ) (x ne" )2p (x...) = h (x. .-a sn (x, 44%.) 4 
KAJ 2 *, 2j i,3 239 2 X" LE?" ag 
(X .X ): J +:J 
u =E(X,), %0,=E(X,) ; . 
%I.D. 1/6 0,1 7 že & kontinuirane slučajne vektore (i općenito za sve vrsti slučajnih 
Možemo ih računati pomoću slijedećih izraza. Za diskretne slučajne 
2 2 nue od 
vektore: mai omar zemam [ (x)-a,) ia o = i 1% a1) “fx(x,,X2)dxodx, |, 
= = " = + . : , 
ji i li ži li 1/3 li>X“ li? 2) (2.1686) 
a 67a) o o oo 
(Ae = [ (x-a)*Ey (x,)dx, = | [ orao) Ex eg +2) AX oAkI 
, 


jednakosti u lancima (2.168a) opravdane su Teoremom 2.24, a mogu 


za kontinuirane slučajne vektore (i općenito za sve vrsti slučajnih i ' 
avdati i izravno primjenom formula (2.60) i (2.61). Druge jed- 


vektora): o e 
E(X,) = ija, ri a E! oo i iu (2.168b) opravdane su Teoremom 2.25, a mogu se izravno op- 
(2.167b) SVdati i primjenom formula (2.69). 
o o o 


Uvodimo takodjer i a jacij i 
ji [xafy(*y 1%) dx2,dx, odjer i standardne devijacije a d u? komponenata 


—o —-o -o 


E(X,) = e (x.)dx, 
: d Nog vektora (X],X2): 
Druge jednakosti u lancima (2.167a) opravdane su Teoremom 2.24, a mog ' 
Be. E mole Š za = +'D(X). 


se opravdati i primjenom formula (2.60) i (2.61). Druge jednakosti BH 1 


lancima (2.167b) opravdane su Teoremom 2.25, a mogu se opravdati + Sve četiri dosad uvedene numeričke karakteristike dvodimenzi- 


formulama (2.69). dinih razdioba daju podatke samo o rubnim razdiobama komponenata 
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slučajnog vektora (X],X2), a ne odražavaju povezanost izmedju tih 


komponenata. Ili drugim riječima: zavishost ili nezavisnost kompo- 


nenata X, i X, ne odražava se na tim numeričkim karakteristikama. Cen 


1 
tralni moment najnižeg mogućeg reda, koji odražava zavisnost izmedju 


komponenata X, i x, jeste mješoviti moment drugog reda 


it 


Wiog 7 E((X,-a,) (K2-a2)) = K(X,,X2)> (2.169) 


1,1 
koji se naziva kovarijaetjom (ponekad i korelacijom ili korelactonim 
momentom). Često se označava simbolima Cov(X],X2). 

Pretpostavimo da je (X]»X2) kontinuirani slučajni vektor, te po- 


djimo od formule (2.166) za ki=ko=l: 


K(Xy,X2) = 1 4 gda a,xo+a,82)fy(X,],x>)dx,dx, = 
= x.) “e a2E(X,) = aJE(X.) + a2 = E(X,X2)-E(X,)E(X.). 


Isti rezultat dobili bismo i za diskretni slučajni vektor, polazeći 


od formule (2.164). Općenito vrijedi formula 


K(X,,X,) = E(X 1%2) - E(X])E(X.). (2.170) 


Mogli bismo je zapisati znatno jednostavnije, ali zato manje pregled- 


no: =a 


"TA šal LANI" 

U svim dosadašnjim razmatranjima dokazivanje da i za diskretne 
slučajne veličine ili vektore vrijedi nešto, što smo već dokazali za 
kontinuirane, u okviru teorije distribucija bilo bi suvišno. Zbog na" 


stojanja da se što manje oslanjamo na tu teoriju, mi razlikujemo do- 


kaze za diskretne i kontinuirane slučajne veličine ili vektore. Medju“ 


tim, moguće je ovo razlikovanje diskretnih i kontinuiranih problema: 


: Ri A X da iti 
i time uzrokovano udvostručavanje posla, u nekim slučajevima uklonit 


pista nar : € : ioni i š Bh a. 
primjenom stanovitih pravila za računanje očekivanja složenih izra? 


i 
U nekoliko slijedećih teorema razvit ćemo za to potreban aparat. prv 
od njih je 


Teorem 2.26. Za nezavisne slučajne veličine X, i. X, vrijedi 
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E(X]X.) = E(X,)E(X,), (2.171) 


pretpostavku da očekivanja na desnoj strani postoje. 
pokaz. Za diskretni slučajni vektor, s nezavisnim komponentama, 


(x35.) a dokaz 


cija vjerojatnosti je Px (21423) = Be ru! Px. 23) # 


od formule (2.163) za k,=ko=1: 


M 


m ganja zx aa, "ze * ž ča, u ž x23Px, (*23) 
2 i j 2 
= BT.0*%0,1“ 
inuirani slučajni vektor s nezavisnim komponentama gustoća raz- 
e je fx (*11%2) = a vea a dokaz polazi od formule 


5) za k.=k.=l: 


a2 
E B. lx, X Kits o) dod, = Ižufx, dž 1afx, o'2) dea 


E.0"%0,1* Time je Teorem 2.26 dokazan. % 


Polazeći od ovog teorema, metodom potpune indukcije, može se do--: 


Teorem 2.27, (Teorem množenja očekivanja.) Ako su slučajne veliči- 


M LSV X. u cjelini nezavisne i postoje očekivanja E(X,), k= 
d,.+..,Nn, tada vrijedi 


E(X,X +..*. = E(X,)E(X.)...E(X,)- ša (2.172) 


2 
Formule (2.171) i (2.172), kao i mnogi prethodni rezultati, vrije- 
Ne samo za diskretne i kontinuirane slučajne vektore, nego i za 
ite. Tako primjerice, ako treba naći očekivanje produkta cX, 

je c realni broj, a X kontinuirana slučajna veličina, rađi se o 
'itom slučajnom vektoru (c,X), čije komponente su nezavisne, a 
ula (2.171) daje 

E(cX) = c E(X). (2.173) 


“Ormula dakako vrijedi za sve vrsti slučajnih veličina X. 


Nju očekivanja. 
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Teorem 2.28. Ako su slučajne veličine x, i X, nezavisne, njihova 
kovarijacija jednaka je nuli: K(X,,X2) = 0. 

Ova tvrdnja neposredno proizlazi iz formule (2.170), il iz formu. 
le (2.169), uz pomoć Teorema 2.26. M 

Obrat tvrdnje iz Teorema 2.28 ne vrijedi: ako je kovarijacija 
dviju slučajnih veličina jednaka nuli, one ne moraju biti nezavisne! 
Slučajna veličina X neka ima simetričnu razdiobu s centrom u ishodiš- 
tu, i neka postoji centralni moment trećeg reda. Tada je M2 (X) = 
=E(X?) = 0. Promatrajmo slučajni vektor (X],X2), gdje je Xi7ž, Km", 
Jasno je da su slučajne veličine XI id X, zavisne, dapače postoji funk- 


cijska zavisnost medju njima: ši. Izračunajmo kovarijaciju K(X,,X.) 
pomoću formule (2.170). Iako je E(X.)#0, ovdje je E(X,)=0 i E(X]X.)= 
=E(X*)=0, pa je stoga K(X,,X2)=0. 

Bez obzira na to što kovarijacija nije potpuno mjerilo stohastič- 
ke i funkcijske zavisnosti medju slučajnim veličinama, ona ipak daje 
stanovitu informaciju o tzv. linearnoj zavisnosti medju slučajnim ve- 
ličinama. 

Ako slučajne veličine bs i X, imaju dimenziju, tada je dimenzija 
kovarijacije jednaka [21] 12] - Da bi se dobila numerička karakteris- 


tika zavisnosti medju slučajnim veličinama u bezdimenzionalnom obliku, 


uvodi se koefieijent korelacije medju slučajnim veličinama XI ik 


KE, šk ' 
ža “bad 2B ; (2.174) 


Za dvodimenzionalne slučajne vektore postoji samo jedan koeficijent 
korelacije, pa ga zato označavamo slovom r bez indeksa. Napominjemo 
da koeficijent korelacije označavaju često simbolom p, uz odgovara“ 
juće indekse, a rjedje sa R. 

onda 


Definteija 2.19% Slučajne veličine SI i X, su nekorelirane 


: JARA ži a 
i samo onda, kad je koeficijent korelacije medju slučajnim veličinarv 


X, i X, jednak nuli. X 













== 


Iz ove definicije jasno proizlazi da su dvije slučajne veličine 


korelirane onda i samo onda kad je njihov koeficijent korelacije raz- 


Jičit od nule. 


U kakvom odnosu stoje pojmovi nezavisnosti i nekoreliranosti ot- 
iva se uz pomoć Teorema 2.28: 

Teorem 2.29. Ako su dvije slučajne veličine nezavisne, tada su i 
korelirane, a ako su korelirane, tada su i zavisne. M 

Da bismo postigli postavljeni cilj: naći opća pravila za lako ra- 


unanje očekivanja složenih izraza, potreban nam je još teorem o zbra- 


janju očekivanja. Time ćemo istovremeno raspolagati aparatom za jedno- 


no proučavanje daljnjih svojstava koeficijenta korelacije. 
Teorem 2.30. (Teorem zbrajanja očekivanja) Ako za slučajne veliči- 
di x, postoje očekivanja, tada vrijedi 

E(X, + X.) = E(X,) + E(X.). (2.175) 
Dokaz. Neka diskretni slučajni vektor (X),X2) ima funkciju vjero- 
osti Pg (81i"%24)7P4,3* Funkcija $(x],x2) = x)+x, nasonaji ženini sve' 


e za primjenu Teorema 2.21, pa ako stavimo Y=X]+X2, formula (2. 


povlači 
MS a rzg i Pxlnaršag) 7 2 *ril Pgltayrž2g) + 
J i J S 
BEE ša 15. ežgal = I xPe ta,,) # Tape ćes.) 
j 2j ž x +ti""2j i li ži lt j 2) X, 2j 


= E(X,) + E(X.). 
je (X,,X,) kontinuirani slučajni vektor s gustoćom razdiobe 


a+x2), poći ćemo od formule (2.159): 


oo o 


= 1 1 a2) fx (kj+x2) dxzđk, = 19, 1 git,eš ae, + 
o o [<] o 
+ = = 
1x282 [fx (x],x2)dx, ife fazi * dra. li, = 


= E(X,) + E(X.). A 


! smo formulu (2.175) dokazali za diskretne i kontinuirane slučajne 
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vektore, no ona vrijedi i za mješovite slučajne vektore, što ne ćemo 
dokazivati. Metodom potpune indukcije i primjenom formule (2.143), 


može se dokazati 


Teorem 2.31. Ako za proizvoljne slučajne veličine BSE Kor... X 
n 
postoje očekivanja, tada vrijedi 
E(CyX]+C9X2+. + +00) = CjE(X))+c,E(X.)+...+0 E(X,) >, (2.176) 
gdje su Clr Cr ++. €, proizvoljni realni brojevi. X 


Ovim teoremom izraženo je svojstvo lLinearnosti očekivanja. Važno 
je uočiti da se u ovom teoremu ništa ne pretpostavlja o nezavisnosti 
2neea ba Drugim riječima, teorem vrijedi i 


za medjusobno zavisne slučajne veličine SE X 


slučajnih veličina X“, X 
rare ža Značaj Teore- 
ma 2.31 je od neprocjenjive vrijednosti. 

Primjer 2.74. Načinit ćemo drugačiji izvod formule (2.145), pri- 


mjenom Teorema 2.31. 


Elfž-a)%) = RiX*-žažtač) = BIXŽ) = Žam(xj + E(ač) = 


E(x*) = 282 + a2 = mixž) -až, : 


D(X) 


Slično se može izvesti i općenitija formula (2.140). Naglašavamo da 
izvod vrijedi za sve vrsti slučajnih veličina! X 
Primjer 2.75. Neka X bude normirana slučajna veličina X : X = 


= (X - a)/o_- Računajmo 





N)o= al = = a =Žlava) = 
E(X) = ao E(X-a) s F0) a) s(a a) =9, 
D(š) =.E(8%) = E((x-a)*/02) = ZX-a) = BA=1. a 
X 


Primjer 2.76. Za sve vrsti slučajnih vektora (X1,X2) formulu 
(2.170) možemo sad izvesti iz definicije (2.169) na slijedeći način: 


K(X),X,) =E(X,X, - a,X, - ao + aja2) = E(X,X,) 


+ E(a,a.) = E(X,X - žaja +a,a 


2 182 = E(X,X,) - ajao- A 


2) 1 
Primjer 2.77. Disperzija produkta konstante i slučajne veličine: 


Dokazat ćemo da vrijedi 

















+ 
= a,E(X,) = a,5(%)) 


S215= 
D(cx) = eZD(x). (2.177) 


= E((cX - E(cX))?) = E((cX - ca)?) = E(e2(x-a)*) = 
2 


cŽE((X-a)*) = c2p(x). * 

Teorem 2.32. Postojanje disperzija slučajnih veličina Xi i x, 

či postojanje njihove kovarijacije. 

Dokaz. 

U Schwarzovu nejednadžbu 

h 2 

[0 (x, 1x2) v(x) 1x2) dx1dx,) si Fis nij o i s ei 
= _ VE.(Z.,X%.). . = - £_(x_.Xx_.) 

imo #(x,,x2) lx, a, | £2(X11X2) : V(x,,X2) lx. a2 |vfx(X,,x2), 

imo za područje integracije S = RŽ, pa ćemo dobiti 


M< | /lx,-a,]1x2-a2lfy(x,,x2)dx,dx, < "DX)D(X,) + 


je dokazano postojanje apsolutnog mješovitog momenta drugog 
Prema tome integral 
K(X,,X9) = K! I r-ag) (2-82) fy (X 22) dx, d, 
utno konvergira. 
Sad kad znamo da vrijedi Teorem 2.32, mogli bismo u Schwarzovu 


adžbu staviti 


1%.) = (x1-a1)/f3(X)+%x2), V(x],X2) = (x9-a9)/£4(*],X2), i tako 


IK(X],X2)| < /D(XLID(X2), 


S_e obzirom na definiciju (2.174) proizlazi da koeficijent korela- 
po apsolutnoj vrijednosti nije veći cd 1: |r|<l. Ovaj rezultat 
at ćemo kasnije drugim postupkom, koji daje dublji uvid u znače- 
ME Gericijenta korelacije. 

Teorem 2.33. Ako postoje disperzije slučajnih veličina X, i X 


1 2" 


da vrijedi 


BIŠI + X2) = D(X)) + D(X2) + 2rvDTKIIDTEJI > (2.178) 
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gdje je r koeficijent korelacije izmedju slučajnih veličina XI ix 


. 2 i 
Dokaz. 


Dokaz započinjemo s izrazom na desnoj strani jednadžbe (2.178) 
, 


za koji na osnovi Teorema 2.32 znamo da postoji. Dakle, 


2 
E((X.-a.)%) + E((X,-a,)Ž) + 2E((X)-a,)(X,-a.)) = 


S 2 2 
= E((X]-a,)* + 2(%-a,) (X2-a,) + (X,-a.)2) = E(((X)-a])+(X,-a.))2) s 


= = 2) _ 
= E(((X,+X.) (a]+a2))“*) = D(Xh +). 
Prva jednakost u lancu opravdana je Teoremom 2.31. bi 


Za mnoge primjene dovoljno je znati odrediti disperziju linearne 
kombinacije slučajnih veličina PSE Kone. ba koje su u cjelini ne- 
zavisne. Pretpostavimo li da su bs i X, nezavisne slučajne veličine, 


tada u dokazu formule (2.178) treba uzeti u obzir da su i slučajne 
veličine *1-a, i X.-a, takodjer nezavisne, što omogućuje primjenu' 


Teorema 2.26 pri računanju kovarijacije: E((X]-a,) (X2-a,)) -E(X,-a,). 
E(X,-a.) = 0. U tom slučaju dakle vrijedi 

D(X, + X.) = D(X,) + D(X.). 
Sličnim postupkom i primjenom formule (2.177) nije teško dokazati 


Teorem 2.34. Za slučajne veličine Xi Zore. bs koje su u paro- 


Vima nezavisne, vrijedi 


. 2 2 2 
D(c,X, +0 +... + uš) = Ci D(X,) + 62 D(X) +... + ca D(X), 


.179) 
gdje su c M 


1! n.e, š. realni brojevi. XA 


Kasnije ćemo izvesti poopćenje ovog teorema. No moguća je i spe- 
Cijalizacija: formula (2.179) vrijedi za slučajne veličine LSE Kore! 


, *A koje su u Cjelini nezavisne, jer su one tada i u parovima neza- 


visne! 


Primjer 2.78. Linearnu transformaciju Slučajne veličine X, defini- 


ranu funkcijom Y = CiX + C3 S pozitivnim koeficijentom C, , zvat ćemo 
Pastućom linearnom transformacijom. Dakako, u slučaju C1<0 govorit 


ćemo o pPadajućoj linearnoj transformaciji. Neka je dakle Y dobiveno 


rastućom linearnom transformacijom Slučajne veličine x, a želimo nor- 























== 


nirati slučajnu veličinu Y. U tu svrhu treba nam 


p(Y)=c,a+c,, gdje je a=E(X) , i D(Y)=D(c,X)+D(c,)=0,D(X)=0242, 
Za računanje disperzije zbroja nezavisnih slučajnih veličina C)X i 


c. upotrijebili smo formulu (2.179). Prema tome je 





B_r-E _ i +e - sa sE 
=, RNA... =—_———_...._— = = . 
BO) 1" k 


slučaju padajuće linearne transformacije, s c 


150 dobili bismo 


 -Ž. 

Zaključujemo da dvije slučajne veličine, od kojih je jedna dobi- 
eena rastućom linearnom transformacijom druge, imaju jednake normira- 
ne slučajne veličine. M 

Teorem 2.35. Koeficijent korelacije slučajnih veličina X, i X, 
nvarijantan je obzirom na normiranje i rastuću linearnu transformaci- 


tih slučajnih veličina. 


Dokaz. 


Za slučajne veličine XI i X, računajmo po definiciji (2.174) koe- 





ent korelacije pripadnih normiranih slučajnih veličina: 





.K(ž,,ž.) ms X1-8, X2-82, _ E((X]-a,)(X,-a,)) _ 
E = E(X]X.) = "==> = eanausdek 
STE niža 
D(X1)D(X.) ži x, XI *, 


jednakost opravdava se rezultatom iz Primjera 2.75 i formulom 
170). Tako smo dokazali da je koeficijent korelacije invarijantan 
Zirom na normiranje slučajnih veličina. Naročito valja istaći da se 
Cijent korelacije izmedju slučajnih veličina bs u x, može raču- 
PO formuli 


s = E(#,£,). (2.180) 


smo u Primjeru 2.78 pokazali da je normiranje slučajne veličine 
cijantno obzirom na rastuću linearnu transformaciju te slučajne 
ine, Proizlazi invarijantnost koeficijenta korelacije obzirom na 
ču linearnu transformaciju slučajnih veličina. Tvrdnja Teorema 
Može se drugim riječima i ovako izreći: ako je r koeficijent ko- 


ACije slučajnih veličina X, i X2, tada će to biti koeficijent kore- 





-218- =219= 






lacije i slučajnih veličina X, i X. a takodjer i slučajnih veličina Uzimajući sve rečeno u obzir, možemo zaključiti da se koeficijent 


CiXI+đi i C2X2+d2, gdje su Ci, So, di, a realni brojevi, Ci: C2>0, g 

Neka slučajne veličine X, i X, imaju koeficijent korelacije r MRNieličinama, dok o drugačijim zavisnostima medju slučajnim veli- 
Primjenom Teorema 2.33 i 2.35 možemo pisati 

- ž BURIDE) 

D(ž, + 2) = D(Ž,) + D(Ž,) + 2rvD(X, ID (22). 
Budući da disperzija nikad ne može biti negativna, lijeva strana, pa 
prema tome i desna, moraju biti nenegativne. Osim toga je D(Ž,) = 
= D(X.) =1, istoga 2(1+r) > 0. Na drugi način to možemo zapisati MNijerojatnosti 


= i za točke (%1,%2)=(-3,-5); (zLsgzll)# (1, D+ (3, 5); 


ko 
bs 
H 
td 
DS 
U 


u obliku: -l<r<l. Razmotrimo kad koeficijent korelacije poprima gra- 
nične vrijednosti +1. Neka je r=1. Tada je D(X, - X.) = 0. Rekli smo BHEj,z2) = 0 za sve ostale točke. 


da to može biti jedino u slučaju ž, - ž, = c. Uzmemo li očekivanje s ički prikaz vidi se na Slici 2.54. 





< m 2 
lijeve i desne strane, izlazi E(c)=c=E(X,)-E(ž.)=0. Dakle r=1 je : , 
ekvivalentno s jednadžbom *, = LSE EJ ge 
[oj ' =3 -1 T—==1 
ba ke—10 1! 
X, = —>(X,-a.) +a.. 
2 o l 1 2 
X 
1 
: & -5 


Na posve sličan način pokaruje se da je r=-1 ekvivalentno s jednadžbom 





: ' Slika 2,5 Slika 2.55 
X, = -X, no Ela . 
27 TE Vera 


ši 


= P(X,,x.) = Ž za točke (X],x2)=(-3,-4); (=1,=04; (1, 0) (3, 4); 


9 za sve ostale točke. 


P(X,,x,) 
Dosad izvedena svojstva koeficijenta korelacije izreći ćemo u obliku čki prikaz vidi se na Slici 2.55. 


slijedeće tvrdnje: 

Teorem 2.36. Koeficijent korelacije r izmedju slučajnih veličina djnih veličina X, i X,. Budući da su točke s pozitivnom vjerojatno- 
Xi X, po apsolutnoj vrijednosti nije veći od I. Vrijedi ekvivalenci“ ŠĆU simetrično raspodijeljene s obzirom na ishodište, a funkcija vje- 
ja: r=+1 onda i samo onda kad postoji linearna funkcijska veza medju Jatnosti je konstanta, zaključujemo da se u oba slučaja centar raz- 


slučajnim veličinama X, i X Hlobe nalazi u ishodištu: a =a.=0. U to bi se analitički mogli uvjeri- 


ik 2 1 
m Primjenom formula (2.167a). Disperzije računamo po formulama 

2 1) 

= sE i 2.18 9 

a ka (Xx, s! “dz a +168a). U slučaju a) imamo: 
1 
RR ši Bi At 
Može se lako pokazati da je proizvoljna linearna veza X=C1*ytđ1 i = (-3) o g kapin 
d-“ 
ekvivalentna s (2.181 dje jer = (sgn c,.)l, a sgnc, označava pr* 2 
( ), gdje j (sgn c,)1, Sgn 61 2) = (-5) 2+ ru ženi sla a. 


znak od C1- 
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U slučaju b) D(X)) ostaje isto, no D(X.) ima drugu vrijednost: 


21 21 
kuk je: 


eru 2.48. Budući da je ovdje cosa=sina=1/y2, transformacija 
D(X2) = (-0%.2+ D241 = 8,5. . : 
BE zara) oz lita). 


Kovarijaciju računamo po definiciji (2.169), koja za diskretne Slučaj 


ne vektore glasi razloga simetrije, centar razdiobe slučajnog vektora (X],X.) nala- 


. zi e u ishodištu: a _=a,=0, a disperzije komponenata X. i X, moraju 
K(X,,X2) am 8.) (x; 82) Px(*1; +825) + : gora P 1 2 j 
iti jednake: D(X,) = D(X2) =. Disperziju računamo po formulama 
Za slučaj a) dobivamo A ve j ž S 
s ja) 1686), uzimajući u obzir da je u području D gustoća razdiobe 





1 1 bud 
= (-3)(-5).2 -1) (-1).3 1.42 + 3.5.5 = 
K(Ki,X2) = (-3)(-5).4 + DG). +1.1.2+3.5.4=8, iš,122) = 1=1/m0OD). 
a za slučaj b) i a E 
E _d4 2 2 2.2 
= [[xldx,dx, = 5 [ [(y,-y.)“dy,dy. = Žab(aŽib2). 
tia) = fui rorni+trad+esade ns suz E ik 
12 4 4 4 4 
Koeficijente korelacije računamo po definiciji (2.174). U slučaju a) varijaciju računamo po definiciji (2.169), koja za kontinuirani 
. ajni vektor (X,,X.) s gustoćom razdiobe £. (x i 
je r= —& = 0,99228, ; kiča ap gran 
Y5+:13 o. a 
K(X,),X,) = .[ [(x,-a,)(x,-a,)f.(x,,x.)dx.dx.. 
dok je u slučaju b) nu hda Ton o E ae aa 
tafi. a 0,99705. MARIA ' 
SB oblem koji rješavamo je 


Vidimo da je u oba slučaja korelacija vrlo blizu 1, jer točke s pozi- ; k- _1 ' 2 2 2 
: Xo)= U ixzdtzdia sa (yf-y2)dy,dy, = Zab (b*-a*). 


mm 
oo 


tivnom vjerojatnošću gotovo da leže na pravcu. Osim toga u slučaju b) 


Sre. * : 2 22,2 Em 
korelacija je bliža jedinici nego u slučaju a) zato, što u slučaju b) i koeficijent korelacije glasi r=(b“-a“)/(b*+a*). Medjutim tre- 


točke s pozitivnom vjerojatnošću manje odstupaju od linearnog zakona, 2 u obzir uvjet da površina m(D) mora biti jednaka jedinici, 


isporedi slike 2.54 i 2.55. X € proizlazi veza izmedju a i b: 4ab=1. Stoga je koeficijent kore- 


Primjer 2.80. Kontinuirani slučajni 


mE 1 : a 
foju bSI ki X. 


4 
1 - 16a 

vektor (X,,X.) ima jednoliku razdiobu u skener 
i"7"2 1+ ića 


pravokutnom području D prikazanom na Slici 2 Pena 2 
' "u . imo grafički 

Slici 2.56, gdje je c=a/2 i d=bY/Z2.Treba ME ienosti m 
oeficijen- 

naći koeficijent korelacije izmedju fOrelacije pje ć 
“3 od parametra 
slučajnih veličina Xi i ža, ako je po- Kad +0 Područja D teži k 





vršina pravokutnika jednaka 1. Jasno je 


Slika 2.56 
da ćemo sve integracije lakše provoditi u koordinatnom sustavu Yi 


Bi =x čij , dia 
Ka 27%*1. Čiji je koefi 





Smjera pozitivan, pa 


Slika 2.57 


Wmljivo da tada koeficijent korelacije r>+1. U slučaju kad a+e 


sra ni i 3 =n/4: 
koji je u odnosu na koordinatni sustav DSR: zarotiran za kut azn/ 


2 


Veza izmedju ovih dvaju koordinatnih i j taljno U +0) : su 
j j nih sustava opisana je đetalj U) područje D teži k pravcu *2=-X1, pa smo mogli i naslutiti da 
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i : : za dl Z Seke su 
će koeficijent korelacije r+-1. U slučaju a=b=1/2 područje D Postaje je je a.=a, + oF graz g.=0./l-r2 


kvadrat s vrhovima na koordinatnim osima X, i X,, a koeficijent kore. 


1 


lacije jednak je nuli. Tada su slučajne veličine Xi i X, nekorelirane, 






















ali se može pokazati, slično kao u primjerima 2.20 ili 2.21, da su 














£ 1 Pa a: NR Ši 
[fx (511%2)] = exp (- sl : ) + ivila, + = Triuj=a.)) 
one ipak zavisne. X *, sv2a 2 
imj istična funkcija slučajnog vektora (X,,x x.-a, 2 
pove ge rvanm : La! E Zv2 g? (1-r?)) = exp(iv,a,- 7v2o2). exp (- e 2 2) le 
s dvodimenzionalnom normalnom razdiobom (2.88). Ako je fx (112) gus- ELI 9% 


toća razdiobe slučajnog vektora (X,,X,), pripadna karakteristična fun. je a,-a»tiovjo2rv,. Ponovnom primjenom Fourierove transformacije, 


kcija definira se dvostrukim integralom | put po varijabli x,, uzimajući u obzir da (2.112) vrijedi i za 
: e o iv.x,+iv.x 

i" a2 
9% (Vi,V2) = 1 1fx(*prx2)e 


-o - 


pleksne brojeve a, nakon sredjivanja dobivamo karakterističnu funk- 
dxodxi ć (2.182) : 


u dvodimenzionalne normalne razdiobe: 
To je dakako dvodimenzionalni Fourierov transformat gustoće razdiobe 


mv = exp(i(a, Vitaovo) - 5(9? v 1+2ro 92V,V +92 v2)) . (2.183) 


I Dj . +. 1 2 1 2 
fx (Xi,X2), no dok se rađi o primjenama u teoriji vjerojatnosti, dvo- 


struki integral (2.182) možemo računati s pomoću uzastopnih integra- Primjer 2.82. Numeričke karakteristike dvođimenzionalne normalne 


čija: » ivox, u iviX, obe. Slučajni vektor (X],X,) neka ima gustoću razdiobe (2.88). U 
š 9 zo : » 

= BE. Eo Je dx, = & 

A2) Ja dao lr las. 1 jeru 2.26 našli smo rubnu gustoću fx (X), isp. (2.90), £3. poka- 
= 5 1 
: 1 i : Ž i& 
ma ivix, ma ivox, L smo da komponenta XI ima opću normalnu razdiobu N (aj ,01)- Slično 
= [e dx, Jfx(xj,xo)e dx, 


komponenta X, ima opću normalnu razdiobu N(a,,d7 ). Obzirom na for- 


To znači da karakterističnu funkciju možemo računati tako, da običnu N(2.167b) i (2. 168b) možemo sad bez računanja reći da je E(X, ) =a, 


ž :# di 2.5 A 4: = o) 2 " 
(jednodimenzionalnu) Fourierovu transformaciju primijenimo na gustoću =a, D(X1)= 91+ D(X2)=o5. Dakle parametri al i a iz gustoće dvo 


fx (X1,X2) po varijabli x tako da će transformat zavisiti još od x,r 


: ionalne normalne razdiobe imaju značenje koordinata centra, ili 
1 ć 


a zatim na taj transformat primijenimo iznova Fourierovu transforma- 
Ciju po varijabli x 


2“ Dakako, ova metoda može se poopćiti i na sve 


JN šo . .. a“ aže" 
višedimenzionalne slučajne vektore. Mi ćemo je upotrijebiti za nal 


), a parametri of d 92 su disperzije komponenata slučajnog vekto- 
1'X2). Primjenom definicije (2.169) može se pokazati da parametar 


: i- 
nje karakteristične funkcije dvodimenzionalne normalne razdiobe, kor 
steći se rezultatom iz Primjera 2.42, uz napomenu da formula (2.112) 
vrijedi i u slučaju kad je a kompleksni broj. (Tada se samo b uveća 


za Im(a)/(o/2).) Gustoću razdiobe (2.88) dovedimo u oblik 


sa. 3 
1 ia“ ii 

£(X,,x,) = exp(- št %, exp(- > E 
kia 9,/2m : dia : 


















ačene analogne karakteristike normalne razdiobe, čime se želi 


či da je ova potonja najvažnija. 
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S pomoću višedimenzionalne karakteristične funkcije mogu se dobiti ktora (Xpržor++ +1 Xa) + Budući da je ki,47k kovarijacijska matri- 


diri" 
simetrična. Ako elemente k, 3 zamijenimo s koeficijentima kore- 


g 


sve numeričke karakteristike višedimenzionalnih razdioba. Pokazat Šemo 
ovdje samo izračunavanje koeficijenta korelacije za dvodimenzionalny ije r. s" kg ,3/ (9495) + dobivamo korelacijsku matricu D=|r, 3] slu- 
normalnu razdiobu. vektora (X],X29,...,X,)+ To je takodjer simetrična matrica, koja 
U općem slučaju, ako postoji koeficijent korelacije, možemo ga rad vnoj dijagonali ima jedinice, a preostali elementi su koefici- 
čunati tako, da primijenimo formulu (2.170), a aa E(X,X.) računamo de- i korelacije izmedju parova komponenata slučajnog vektora (Xi,X2, 


riviranjem karakteristične funkcije (2.182): 


320. 
B(X Ko) => ==> 
12 3Vi2V2 Vi=v270 


Medjutim, i kod višedimenzionalnih razdioba lakše je raditi s kumu- 









lantnom funkcijom Nela ZAR 02 (Vivo) + Lako go vidi ga je kovan cija za dvodimenzionalnu normalnu razdiobu, može se za n-dimenzi- 
jacija ša u ) normalnu razdiobu s gustoćom (2.85) izvesti n-dimenzionalna 
VV 
X" 172 
K(X,,X,) = - > “ (2.184) 
12 i VV. a =v,=0 
» n 12 n : 
Napose, za dvodimenzionalnu normalnu razdiobu kumulantna funkcija (VirV2r+ ++ VA) = exp(i ) AY. = ) ) rat TePeVečt , (2.186) 
. s=1 : t=1l s=l1 


zbog (2.183) glasi 


i lje je FogTl S=1,2,...,n., S pomoću ove funkcije sad nije teško po- 
R g , 
"e (Vi+V2) = i(a,v +a2v2) 3 (o 


22 2.,2 
11 vi+2rq.,04V.V +o2v2), 


8 LA ti da je centar n-dimenzionalne normalne razdiobe točka (a],ag,+.- 


ć ija . Br ; icij ko- : A i 
pa je kovarijacija K(X,,X2) r0,92, a prema tome r je koeficijent \, da su disperzije komponenata ko DL iva» 824.2, aaa gb: bh da 
F 
telačije. A Pripadna korelacijska matrica ia uke Tako je objašnjeno-i znače- 
1 


2,5,3, NUMERIČKE KARAKTERISTIKE N-DIMENZIONALNIH RAZDIOBA 


tar Ži5,4, Č KTERISTIKE UVJETNIH RAZDIOBA 
Za n-dimenzionalni vektor (X],X2,+..,X,) uvodi se takodjer cen 


razdiobe kao točka (ayra2+r+++,A,) s koordinatama a,=E(X,), i=l,2,..*! “ Primjenama neobično su važne numeričke karakteristike uvjetnih 


,n. Uvodi se kovarijacijska (disperzijska) matrica (k, 3] » čiji Su Oba. Za diskretne slučajne vektore definirali smo uvjetnu funkci- 
+, 


elementi Vjerojatnosti formulom (2.63), a za kontinuirane slučajne vektore 


u = = 2.185) 
ka a = B((£,-4,) (x; a3) j ( 


4,9 jstnu gustoću razdiobe definirali smo formulom (2.74). Na uobičaje- 


X ia A se i i g i fi A ii“ 
i,j=1,2,...,n. Na glavnoj dijagonali kovarijacijske matrice nalaze in mogu se sad uvesti numeričke karakteristike ovih uvjetnih 


j e IZdi 
disperzije komponenata ki la D(X,)=of po i=1l,2,...,h, a preostali el “loba, 
, 


žanino 2 SOPRON « . A 
menti su kovarijacije izmedju parova različitih komponenata slučaj" 4 Zefinicija 2.20. Neka je zadan slučajni vektor (X]+X2) i neka je 
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postavljen uvjet Xj=X]> gdje je x, zađani realni broj. Uvjetno očeki. 














Primjer 2.84. Za slučajni vektor (X 1:2) definiran u Primjeru 
vanje slučajne veličine X,,uz uvjet Xi/=x,, označavat ćemo s E(X,|x ) A 
u ' po 2.80, s jednolikom razdiobom u pravokutniku D, vidi Sliku 2.56, treba 
Ako je (X, ,X2) diskretni slučajni vektor s funkcijom vjerojatnosti s dra : 
naći jednadžbu regresije X27f1 (x) X, PO x]. Na Slici 2.58 prikazane 
PlXj+X2)+ tada će biti s 
su oznake veličina koje su 
1 
E(X2|x,) = I *24P(%23 žu) = nim] , *24P 1 +223) > (2.187) ajprikladnije za rješavanje 
id 


3 š ljeno robl 4 i- 
Druga jednakost vrijedi uz uvjet da je px (Xx,)#0. mrrJjenog p sna, Su sla 
1 


ini g osred i 3 
Ako je (X,,X,) kontinuirani slučajni vektor s gustoćom razdiobe tix se neposredno vidi da je 


=(d-c)/2, x!=(c+d 
,*2), tada će biti (d-c)/2, x2=(c+d)/2, 


(c+d)/2, x3=(d-c)/2=x1. i 


E(X2|x, oća razdiobe slučajnog 





o . 1 o 
ha [xyf (x2|x,)dx, = TED i Ez, 183/94 š (2.188) 
m I 
ra (X,,X,) u području D 
Druga jednakost vrijedi uz uvjet £. (x1)#0. Analogne definicije vrije- 
i ' osi 1. Da bismo riješili 





de za E(X,|x2). X 
roblem, moramo interval 


Slika 2.58 


Definieija 2.21. Ako uvjetno očekivanje E(X2|x,) postoji za svaki 


S a : . PPR : 1 *1) vrijednosti slučajne veličine X, rastaviti u tri dijela i 
Xi iz područja vrijednosti slučajne veličine LSE tada je £1(X1) 


akom od njih računati funkciju regresije £, (x ) primjenom formule 
= E(X2|x,) funkcija od x be 


koja se naziva funkcijom regresije slučaj- 2.188) 


1 


ne veličine X, po slučajnoj veličini LSE Jednadžba X2=f1(%,) naziva Xi+e 
io : nu A DE x -x" -x' E > 
se jednadžbom regresije X, po X,, a grafički prikaz te funkcije nazi- 18(-x1 >, >)? a u bhedo = 2x,+e+d, 
: 1 
va se krivuljom regresije x, PO x,- Slično se definira funkcija regre- 
xX.+c 

4. Ma sa S Maag 1 : 

sije £.(x.,)=E(X,|x.) slučajne veličine X, po slučajnoj veličini SU a 1 > 1 2 2 
22 il 2 1 ) = Eg) ia i faT-da, " zičteT ri (xg+o) —(-x,-8) ) = 

i ostali analogni pojmovi. A 1 1 Xa 1 


Regresija slučajne veličine X, po slučajnoj veličini X] pokazuje (2x1+c+d) (c-d) 





: _ c-đ _ a 
X ska iše- 2(2x.+c+d) 2 72? 
kako se mijenja srednja vrijednost slučajne veličine X, kad se mije (2x]+C+d) 2 2 € 
nja vrijednost od BSE m x" , m. 
Pa : .. ki luč u veličić u: m %I , Xi) , fx (x,) = Ji 1.dx, = 26: 
Definicija 2.22. Ako je £1(X,) funkcija regresije slučajn 1 X1-c 
ne X, po slučajnoj veličini XI, tada definiramo uvjetnu disperziju | ppm 
. 1 
zi imi i page mis) = a 1 2 2 20(2%.) 
slučajne veličine X, uz uvjet X, ći , : "x ul ole X2.1.dx, = 2 (Te a*o) -(x]-c) ba = = 
s i (2.1 "1 
D(X2|x,) = E((X2- £,(x,))“1x,). 
Slično se definira uvjetna disperzija D(X,|x.). A : 
-x,+ 
papa ' 1 
z ME ši ž m , Kn re V ero MEx_E(x' " se ž 
Svojstva funkcije regresije izučavaju se u dijelu teorije V] T ( 1" x), ĆE 0 = [ 1.dx, S -2x1+c+d, 
X, -c 


jatnosti koji se naziva korelactonom analizom. 1 
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-Xitd 
m e. = 2. dd zamjenom indeksa 
ED OTET 1. 22:1 >đ827 zip ((-%p+8) *-(x,-6)*) = “ 
X 1 %,-eo X 1 
1 1 I s 
Mda. uokulu R9 2 
(= 2(72x Te+d) 7“ "2 2 


2(-2x,+c+d) 


Vidimo đa je krivulja regresije izlomljena ali neprekinuta u interva. 


lu (-x" Polazeći od 


io SRE na Slici 2.58 ona je deblje izvučena. Na slici se lije. 


po vidi da za svaki fiksirani Xje(-x] j Xi) Ppripadna orđinata na kri. 


Pa koka iu sile Nd: / 24 6a 
vulji regresije odredjuje srednju vrijednost slučajne veličine X, uz Br rem 


uvjet Xi7Xi- Pri tom ne treba zaboraviti da je uvjetna razdioba 


1 x") 


1 


f(x x elf «ju području D za svaki fiksirani x,e(-x : 
aa XI 1 1 
jednolika. M 
Primjer 2.85. Uvjetno očekivanje i uvjetna disperzija za dvodi- 
menzionalnu normalnu razdiobu. Neka slučajni vektor (X],X,) ima nor- 


E 


malnu razdiobu s gustoćom (2.88). Da bismo izračunali E(x,|x,) treba 


nam £(x.1x,). Jednostavnim preinačavanjem izraza (2.92) iz Primjera 


2.28 dobivamo Ž = E 
m 51) 
£(x2.1Xx1) = ————— exp(- ————(x,-(a,+r(x,-a,)—Ž) : 
li o,vi=r2/2n kežil=kt) * % +e = 


No ovaj izraz možemo interpretirati kao gustoću opće normalne razdio- 
o 


2 5 i : = 
be Blue svea Ž eZti-ešI, pa je E(X2|x,) jednako centru te raz BB 1>3. Po p 


diobe, dakle načno možemo i 


(o) 


= = 2 0a) E. 
E(Xxlx) = f(x) =a, + Magara e Teorem 2.38. 
elirane, te 
Posve analogno dobilo bi se : 
g k=1,2 
x p _ _1 2.190b) dere. .,h, 
E(X,|x.) =flx) =a +rix, a2), g ( 
A 1*92X2+ 
Vidimo da su obje funkcije regresije kod dvodimenzionalne normalne 
Primjećujemo 


razdiobe linearne! Našavši tako funkciju regresije, možemo primjenom 


i k4 momente više 
formule (2.189) računati uvjetnu disperziju. U ovom slučaju medjutim 3 


vidjeli smo da je £(x.|x,) gustoća normalne razdiobe s disperzijom 


EM. (X) 
a) 2.24 u 
D(X2|x,) = oš(1-r2). (2.191 
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1l+e+>2 dobivamo 


(X,|x,) = ož(1 -r2). A (2.191b) 


2.9.5. ,6š Ž TEOREMI UZ OČEKIVANJE 


formule (2.170) i Definicije 2.19, možemo izreći sli- 


će poopćenje Teorema 2.26: 


Ako su slučajne veličine Xi ci X nekorelirane, tada 


E(X,X) = E(X,)E(X,). 4 (2.192) 


Neka je zadan n-dimenzionalan slučajni vektor (XrXor+++,X.) čije 


(( 


H—i5 


n 2 n 2 
Šk - kŽi ŠkŠK) )= El 2 %8-40) l= 


k=1 
noa 2 PJ. 
Ul Ska) + pls rai regi = 
m 
LSD) + Pe tika 


Posljednjoj sumi sumira se preko svih i,j=1,2,...,n, ali tako da je 


retpostavci je medjutim KE, +K)=0 za svaki ižj, te 
zreći 


“.< u parovima 


Li 


27 
neka postoje disperzije D(X,), k=1,2,...,n. Ako su 


Neka su slučajne veličine LSE X psa 


realni brojevi, tada vrijedi 


2 2 2 
ku CiD (X) +c2D(X2)+...+02D (X). A (2.193) 
da je Teorem 2.38 poopćenje Teorema 2.34. Prijelazom 


reda, odnosi više nisu tako jednostavni. Formula 


193) POvlači aditivnost centralnih momenata drugog reda:M, (X;+X,)= 


Z uvjet qa su slučajne veličine XL i X, nekorelirane. 
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Da bi za centralne momente trećeg reda vrijedila slična formula, 
postavka o nekoreliranosti nije dovoljna. 


Teorem 2.39. Ako su slučajne veličine Xi i x, nezavisne, tada 


vrijedi 
, + X.) 


Ma (X) + X2) = Ma(Xy) + M,(X2). (2.194) 


Dokaz. 


Dokaz teče na uobičajeni način, uz primjenu ranije izvedenih tag_ 


: . ' _ 
rema: M,(X,+X,) = E (Xh+K,-a)-a,) l E(((X,-a,) + (X2-a2)) ) = 


3) 


2 
E((X)-a,)? + 3(X,-a,)(X,-a,) + 3(X,-a,) (X,-a,)7 + (X,-a,) 


2 
*) + 3E((X,-a,)“)E(X,-a,) + 3E(X,-ap)E((X,-a) 7) + 


E((X,-a,) 


+ E((X-a2)%) = M (Xp) + M(,), 


budući da je E(X.-a.)=E(X]-a,)=0. * 


Definicija 2.23. Slučajne veličine ži i X nazivamo ortogonalnim 


ako je E(X,X.)=0. * € 


Ako su slučajne veličine X, i X, nekorelirane i bar jedna od njih 


1 


ima centar razdiobe u ishodištu, tada su one i ortogonalne. To pro- 


i+% 


jer su tada nekorelirane, 


izlazi iz (2.170). Slučajne veličine X iz Primjera 2.80 ortogo- 


nalne su za a=1/2, a centar razdiobe im je 
ishodište (0,0). 

Dosad smo proučavali očekivanje zbroja i produkta te disperziju 
zbroja slučajnih veličina, ali nismo još vidjeli što se može reći o 


disperziji produkta slučajnih veličina. O tome govori 


2 
odnosno X 


ć i se i i ih | 
Teorem 2.40. Ako su Xi, 12 X, parovi nekorelirani 
slučajnih veličina, tađa vrijedi 
2 2 2.2 2 2 .195) 
D(X,X2) = E(X1)E(X2) - ala2 = D(X,)D(X2) + a]D(X2) + a2D(X,), (2 


gdje je aj=E(X,), a,=E(X.). 
vektora (X1,%.) u ishodištu (0,0), tada je 
) 
a (2.1958 

D(X,X,) D(X,)D(X.). 


Dokaz. Primjenom formule (2.145) za X=X.X. dobivamo 


12 









Pret. 


h žajno 
Ako je osim toga centar razdiobe slučajno 
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2.2 
1*2 
odakle na osnovi Teorema 2.37 proizlazi prva jednakost u (2.195). 


2 
D(X,X2) = E(Xx1X2) - (E(X,X2)) E 


iga jednakost se dobiva ponovnom primjenom formule (2.145). Formula 


195a) proizlazi iz (2.195) za a]=a,=0. A 


Uvjeti prvog dijela Teorema 2.40 bit će napose ispunjeni ako_su 
slučajne veličine X, i x. 


2 nezavisne, 


1 jer će tada one biti i nekoreli- 


ne, a kao što smo pokazali u Primjeru 2.46 i slučajne veličine Xi 


X su nezavisne, pa su tada i one nekorelirane. Ako je dakle centar 


razdiobe slučajnog vektora (X],X,) u ishodištu, a komponente su mu 


nezavisne, vrijedit će formula (2.195a). 


Da uvjete postavljene u Teoremu 2.40 ne možemo oslabiti pokazuje 


Primjer 2.86. Ako su slučajne veličine Xi i x, nekorelirane, slu- 


čajne veličine si 


nekorelirane, X 


i E mogu biti korelirane, i obratno, ako su 3 i 
1 i X, mogu biti korelirane slučajne veličine. Neka 


je slučajni vektor zadan kao u Primjeru 2.80. Tamo smo našli 


) 


ri čemu mora biti a>0. Vidimo da su slučajne veličine XI d, x, 


1/2. To se dakako vidi i iz Slike 


2 


*ab+ (a? - b i 


l6ća 


2 2 
5 - a 


K(X, 1X) = 3 





_£ 
baš; 


neko- 


felirane onda i samo onda kad je a= 


2/. Dalje ćemo proučavati 


2.8 ZA 2 2 
K(X1,%2) = E(XLX2) - E(XDE(X2), 








B(X) = D(X,) = D(X,) = E(XŽ) = Žeab+ (22462) = d(aŽ «a —L) 
l 1 2 2 3 6 2 
lća 
=bamo izračunati samo 
= 2x2 = s FS = 2 —_ —a 
X) bl eia, oo, 1] is Y2) (Yp+Y2) dyydy, = zab'- ša bo? + 
1 mmm 
5 5 1024a* 9.32 4 
O dolazimo do izraza 
BEE.2 _1 1 s a“ l,L1 2,2 
1/25) = - 937.32 +1 - = + = 
P rerum š T) 36 a2 š 
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4 S) 1 
(a EH 2) . 


256a 


E 





N=5 
U1 


Budući đa dolaze u obzir samo pozitivne vrijednosti za a, sad nije 


















2 2 1 ZAKON VELIKIH BROJEVA 
teško pokazati da je K(X],X3) = 0 onda i samo onda kad je 
kT a #3 sidaki: : 
a= "= < . Primjene teorije vjerojatnosti ne mogu se ni zamisliti bez nizova 
2/2 0,33795 


: g slučajnih veličina. Pretpostavljat ćemo da su sve slučajne veličine u 
Vidimo: kad su slučajne veličine X, i x nekorelirane, tada su X. i 


1 1 ro žar Žar+.., bez obzira da 1li je on konačan ili beskonačan, 
: X ' R 2 JU 2 s 
X korelirane, i obratno, kad su Xi i x, nekorelirane, tada su Xi i . 
; z istog prostora vjerojatnosti 19,44, P). Kao što znamo, tu se radi o 
x korelirane. Jasno je da to može biti samo onda kad su XI i x, Zavi- ' ' 
funkcija definiranih na prostoru elementarnih dogadjaja 2. Ako 


sne slučajne veličine. 
eremo jedan elementarni dogadjaj we i promatramo odgovarajuće 


Značaj ovog primjera nije mali, ako se uzme u obzir da u dobrim 


funkcijske vrijednosti, dobit ćemo niz realnih brojeva X, (u), X.(0), 


1 


udžbenicima kao što je [24], na str.118 netočno piše da formula (2. ' 
(0),... . Ako se radi o beskonačnom nizu slučajnih veličina, ovim 


195) vrijedi za nekorelirane slučajne veličine SE Xo- ši 
»stupkom dobit ćemo beskonačni niz realnih brojeva. Neka je S skup 


Teorem 2.41. (Minimalno svojstvo centra.) Srednji kvadrat odstu- 
panja slučajne veličine X od realnog broja c najmanji je u slučaju 


kad je c jednako centru razdiobe a. 
akva da za svaki weS vrijedi: lim X. (0) = X(u). Mogli bismo dakle 


Dokaz. n+% 


S ovako zapisati 


Spomenuti srednji kvadrat odstupanja možemo ovako modificirati: 
S = (o|ve2, lim X, (0)=X(u)) z 


n+ 


E((X-e)2) = E(((X-a) + (a-))Ž) = E((X-a)2) + 2(a-c)E(X-a) + (a-c)*= 


D(X) + ia-4?. Sad se može dokazati da je S dogadjaj iz polja događjaja A, pa je za 


ll 


Budući da je (a-e)? nenegativno, posljednji izraz u gornjem lancu 


jednakosti ne ćemo povećati ispuštanjem pribrojka (a-ey2: biti teško razumjeti slijedeću definiciju konvergencije niza slu- 


E((X-c)%) > D(x). šijnih veličina. 


Kako znak jednakosti vrijedi za c=a, tvrdnja teorema je dokazana. Definteija 2.24.Kažemo da niz slučajnih veličina bs H=1ys249j;ena 


Ovaj teorem otkriva važnu vezu izmedju centra razdiobe i disperzije“ MPergira gotovo sigurno ka slučajnoj veličini X onda i samo onda kad 


IP(S)=1. N 


Iz provedenog dokaza možemo izdvojiti i jednu korisnu formulu 24 


4 i # , ._ 4 . DU 2 . 
računanje disperzije Ako nam simboli Xaš u jednostavnijem načinu pisanja označavaju 


(2.196) "FE definirani skup S, pa ako go.. '» sigurnu konvergenciju bilježimo 


D(X) = E((x-c)2) = (a=6y? . A o 
PMbolima 2:5, , možemo pisati 

Bug. s. , X 

no > X onda i samo onda kad je P(X7X)=1. 


Medjutim, u teoriji vjerojatnosti osim ove definicije konvergen- 
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cije niza slučajnih veličina postoje bar još tri isto tako važne defi. U okviru ovog kursa nije teško dokazati 


s.k v 


nicije konvergencije. Teorem 2.45. Ako X,—*>*+ X, tada x —> x. 


Definicija 2.25. Neka je zadan beskonačan niz slučajnih veličina Dokaz. Stavljajući u nejednadžbi čebiševa (2.144) X,-X umjesto 


X, Zjr Zar Kzareee Kažemo da niz Xa, N=1,2,3,... po vjerojatnosti x-a, i e namjesto t, izlazi ' 
(ili stohastički) konvergira ka slučajnoj veličini X onda i samo onda E(|x.-x1?) 
P(|X,-X|>e) < es. , 


kad za svaki £>0 vrijedi g 


TS P(|X-X|2e) srt (2.197) gdje desna strana nejednadžbe, zbog definicije (2.198) teži k 0 kad 


tii e, pa stoga vrijedi (2.197). 4 


U tom slučaju ćemo pisati Na X. \ 


Vidimo da je i srednjekvadratna konvergencija jača od konvergen- 


ak i ijašnji ji čajni d jaj , , m : PARNA 
Dakako, kao i u prijašnjim razmatranjima, slučajni dogadjaj o cije po vjerojatnosti. Može se pokazati da niti jedna od gotovo sigur- 


čijoj vjerojatnosti se rađi u formuli (2.197) možemo shvatiti ili kao ne i srednjekvađratne konvergencije ne povlači drugu, ove dvije kon- 


Skup slementsunih đogađjaja Sp (t)=tv|ven, |X (0)-X(0) [že] ili kao srgencije su neuporedljive u smislu jakosti. 


složeni slučajni dogadjaj S,(u)=(Y?e)+(Yg-e), gdje je slučajna veliči- Definiteija 2.27. Neka je zadan beskonačni niz slučajnih veličina 


da s Kasi Ši, zr... ioneka su F(x), F,(x), F.(x),... njihove funkcije raz- 


Može se dokazati 


Teorem 2.42. Ako X\—> X i x.—"> X", tada je P(X#X') = 0. Ili 


riječima: Ako niz slučajnih veličina konvergira po vjerojatnosti, li-: 


mes je u stohastičkom smislu jednoznačno odredjen. » 


Teorem 2.43. Ako X X tada x X. x 


Pogledajmo u kakvom odnosu stoji konvergencija po razdiobi prema 


j j j ija jača od m. : 
Ovaj teorem pokazuje da je gotovo sigurna konvergencija j Ostalim vrstama konvergencije. 


konvergencije po vjerojatnosti. Teorem 2.46. Ako x Vox tada . r X. 4% 


Teorem 2.44. Neka x X i neka je g(x) neprekinuta funkcija na 


Iz Teorema 2.43 i 2.46 proizlazi 


Teorem 2.47. Ako x X, tada x X. “ 


R. Tada g(x.) = g(x). 4 
re . PN B SRNA NE ličina 
Deftnteija 2.26. Neka je zadan beskonačni niz slučajnih ve ME beorena Ž.45 4 2.46 stoi anast 


s.k. 


: : : : 5 j = ... kon 
X, XI, Kareeea i prirodni broj k. Kažemo da niz Xa! n=1,2,3, Teorem 2.48. Ako g. £, tađa ž, r X. x 


s 

. . . > 2 . n “a + + s X X _ : . X : : 

vergira u smislu sredine ka slučajnoj veličini X i o n Obrat Teorema 2.46 ne vrijedi općenito, ali u jednom za primjene 

onda i samo onda kad je “ 98) Nteresantnom slučaju ipak vrijedi. O tome govori 
lim E(|X,-X|9 =0. (2.1 

N+ Teorem 2.49. Neka je c slučajna veličina konstanta. Ako x > €, 


V 


Napose za k=2 govorimo o sredđnjekvađratnoj konvergenoiji i pišemo sada a c.* 


Kk, A ž < Dok š ' . 
X X. A Primjenu pojma konvergencije po vjerojatnosti ilustrirat ćemo jed- 


neobično važnim teoremom. Neka je zadan niz u parovima nezavisnih 
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slučajnih veličina Xi, X,..., Pri čemu postoji E (X) am" D(X/=o2 : 
za m=1,2,3,... . Ovdje ne pretpostavljamo da niz XA nel,2z;asae, ba 
neki način konvergira! Od zadanog niza medjutim konstruiramo niz 


aritmetičkih sredina početnih odsječaka zadanog niza: 


im m M E nn 


X = 
n 


BI 
ll '—iB 


m 
Potražimo osnovne numeričke karakteristike članova ovog novog niza 
slučajnih veličina. Zbog linearnosti očekivanja, isp Teorem 2.31, 


imamo 


Blr 


a = E(X.) = 


n =: 
m DO) mA 2 E jd 


m 
ili riječima: očekivanje aritmetičke sredine jednako je aritmetičkoj 


sredini očekivanja. Disperziju računamo primjenom Teorema 2.34: 
n n 
Sje ići 2 
ide RE E SE 


Disperzija aritmetičke sredine nije dakle aritmetička sredina disper- 


zija, i ta činjenica je bitna za ovo razmatranje. Pretpostavit ćemo 


još samo to da su disperzije je m=1,2,3,..., omeđjene, tj. da posto-:' 


ji konstanta C takva da je sjede za svaki m. Tađa možemo izvršiti pro- 


cjenu 


S 1 
D (X) < 2 


Vidimo da disperzija aritmetičke sredine X, teži k nuli kad n teži u 
neizmjerno. Stavimo li sad u nejednadžbi Ččebiševa (2.144) X, mjesto 


X i prema tome a, mjesto a, D(X,) mjesto D(X), dobit ćemo 








gdje je s e označen proizvoljni pozitivni broj. Izvodjenjem graničnog 

prijelaza n+e i primjenom Definicije 2.25 dolazimo do teorema čebiševš: 
Teorem 2.50. (Čebišev 1867.) Ako su članovi niza XA! N=L,Ž,Š peći 

parovima nezavisne slučajne veličine s omedjenom disperzijom, i ako » 


: = len R —_ 
ia gaz _ 4 kađa 
očekivanje aritmetičke sredine *A z Morali Xu jednako an! a 



















EAS 


To znači da se vrijednosti slučajne veličine X. sve više grupira- 
oko njezinog očekivanja . , što je n veće. Upravo dokazani teorem, 
koji nosi naziv općeg zakona velikih brojeva , može se na razne nači- 
poopćavati. Već smo mi u gornjem dokazu mogli pretpostavku o ome- 
djenosti disperzija zamijeniti pretpostavkom D (X) + 0 kad n+e, a 
retpostavku o nezavisnosti u parovima članova niza bs n=1,2,s 0 
pretpostavkom o nekoreliranosti u parovima. No sve se te pretpostavke 
na razne načine mogu još oslabljivati. Za nas je i ovakav oblik čebi- 
ševljeva zakona velikih brojeva previše općenit, pa ćemo pretpostavi- 
da svi članovi niza ža n=1,2,..., imaju jednaka očekivanja: am" 
B(X)=a, m=1,2,3,... . U tom slučaju će biti a na a=a, pa sad 
graničnim prijelazom n+e dobivamo 


> ai a : (2.199) 


aritmetičkih sredina Ka u stohastičkom smislu konvergira ka slu- 
čajnoj veličini konstanti, koja je jednaka centru razdioba članova 

niza X. n=l,2,3,... . Uzimanjem aritmetičke sredine sve više i više 
lučajnih veličina s jednakim centrima razdioba i omeđdjenim disperzi- 


ima, nestaje u stohastičkom smislu slučajni karakter tih veličina. 


Šavanje zakonitosti (2.199) na izračunavanje broja m drugom metodom u 
njeru 1.28. Nakon što podrobnije upoznamo binomnu razdiobu, pokazat 
EMO kako se u Okviru aksiomatske teorije vjerojatnosti primjenom 
nule (2.199) dokazuje princip stohastičke stabilnosti relativne 
Tekvencije kad broj stohastičkih eksperimanata neograničeno raste, o 


“emu je bilo govora u Paragrafu 1.6. 
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2.0,2, TEOREM NEPREKIDNOSTI I CENTRALNI GRANIČNI TEOREM 


Već smo se mogli uvjeriti da je metoda karakterističnih funkcija 
za neke probleme teorije vjerojatnosti gotovo nenadoknađivi aparat. 
To je takodjer slučaj i kad se proučava konvergencija slučajnih veli- 
čina po razdiobi. Najvažniji teorem iz tog područja je tzv. teorem 
neprekidnosti , koji su dokazali 1937. god. francuski matematičar p, 


Lćvy i švedski matematičar Harald Cramćr. 


Teorem 2.51. (Teorem neprekidnosti) Neka je zadan niz slučajnih 


veličina Xi, X, ... i neka su a (v), e. (V),... pripadne karakter- 


istične funkcije. Tada vrijedi: x—> X ako i samo ako E (v)—> £(v) 
za svaki veR i f(v) je neprekidno u v=0. Ako su ovi uvjeti ispunjeni, 
f(v) je karakteristična funkcija slučajne veličine X. * 


Dokaz se može naći npr. u knjizi [22], str. 135-137. 


Teorem 2.52. Neka je zadan niz slučajnih veličina SE Xa, SVELE 


ineka suo. (v), o. (v), 2, (v),... pripadne karakteristične funkci- 
Xi x xa 
je. Tada vrijedi: 


V B ic 
a < c onda i samo onda, kad .* (v)—> e . 
n 


Dokaz. Ako ž C, tada zbog Teorema 2.46 E" C, pa se pri- 


mjenom Teorema 2.51 (u jednom smjeru) dolazi do zaključka € (vt 


: E n 
SiA pr jer je e"““ karakteristična funkcija slučajne veličine kon- 


stante c s gustoćom razdiobe $(x-c).Ako podjemo od pretpostavke 


o (v)—> eisv 
n 
X —> C, pa obzirom na Teorem 2.49 imamo N-> c. Time je teorem 


, primjenom Teorema 2.51 (u suprotnom smjeru) izlazi 


dokazan. » 
Još važniju primjenu Teorem neprekidnosti nalazi pri dokazu tzv- 
Centralnog graničnog teorema Ljapunova. Prethodno nam je potrebna 
Definicija 2.28. Kažemo da niz slučajnih veličina YA n=1,2,3,..* 
ima asimptotski normalnu razdiobu N(a,,04) onda i samo onda, kad niz 
(Yn-an)/9, konvergira po razdiobi k slučajnoj veličini Y sa standard“ 


nom normalnom razdiobom N(0, 1) kad me. X 

















NLetističnu funkciju e 
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Teorem 2.53. (Centralnt granični teorem za slučajne veličine s 


jednakim razdiobama.) Neka u cjelini nezavisne slučajne veličine Xa, 


Xgr.+> imaju jednake razdiobe sa centrom E(X.)=a i disperzijom 

Dix )=o2, n=1,2,3,... . Ako formiramo zbroj VaSKitkot...+Xa, Očekiva- 
nje i disperzija te slučajne veličine su E(Y)=na, D(Y )=no*, pa je 
pripadna normirana slučajna veličina Y = (Y-na) /(ovn). Označimo li 

s Y slučajnu veličinu podvrgnutu standardnoj normalnoj razdiobi N(0,1), 
tada niz š. konvergira po razdiobi k Y: 

P=. 

Ekvivalentnu tvrdnju možemo izreći ovako: niz TV n=1,2,3,... ima 
asimptotski normalnu razdiobu N(na, nož). 

Dokaz. Uvedimo nešto spretnije oznake E(Y)=na=a,, D(Y,)=no?=92, 


A=1,2,3,... . Normiranjem slučajne veličine YA dobivamo Yo :.* - 


lakle centar 0 i disperziju 1, a Prikazani su kao zbroj La =2Z+2zZ 


1 a * 


še..+ Z, u cjelini nezavisnih slučajnih veličina Za! mE), 2, egla 


az a njih ćemo dibiti primjenom Teorema 2.16. Ako slučajne veličine 


ni m=1,2,3,... imaju jednake razdiobe, njihove karakteristične funk- 


cije su medjusobno jednake: 0. (v) =e(v), m=1,2,3,... . Postavlja se 
"m 


lema 2.2. Ako slučajna veličina X ima karakterističnu funkciju 
x(v), tada slučajna veličina cX+d, gdje su c i d konstante, ima kara- 
ivd 

Ox (cv). 


Dokaz. Neka £.(x) bude gustoća razdiobe slučajne veličine X. Tada 


1 -a mr 
na osnovi formule (2.100) £y(y) = TET £). gdje je Y=cxX+d. 


Arakteristična funkcija slučajne veličine Y glasi 
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o 8.3 S Ako pustimo da n+e, tada i o =o/n+e, pa primjenom Leme 2.1 nalazimo 
i iv -d) d m iv(Cx+d) a 
9, (v) = jee, (y)dy = Je ša. (X) Tet = Je £x (x) dx = 


c -o 
_o u Go) —> ("(0) = -aŽ2, 
ivd r_i(ev)x - civd 
=e Je fy(x)dx = e“ 'o.(cv\. JE F 
Ki ' "% (v) —> - BE kad n+o», 
i i n 
Dokaz Leme 2.2 mogao bi polaziti od formule (2.149): 9, (v) =E(e““Y)_ 


a No iz ovog graničnog prijelaza proizlazi 
i i i i i(cv)x iv 
zE(eiV(CX+d)) _ preivdeicvX) _ eivdgreilev)š) _ 4 Ox(ev). No u ovon 


e-v?/2 


j i Čč j č ž 9 v) = expl"- (v)|-—> 
nizu zaključaka upotrebljavaju se pravila za računanje očekivanja zA ) pl ( )) 


za svaki veR, kad n+e. 
slučajnih veličina s kompleksnim vrijednostima, koja nismo ranije 
izvodili. 4 

Sad možemo reći da je karakteristična funkcija slučajne veličine 


X “8 ' 

Š*% o m o Na 

92 (v) = o š 
m 


svega ispunjen i zahtjev neprekinutosti funkcije exp(-vZ/2) u točki 


D 


y=0. Tako konačno dolazimo do zaključka da 


* > v, 


a karakteristična funkcija slučajne veličine YA: Prema Teoremu 2.16, m 


dog fu “ što je trebalo dokazati. Obzirom na Definiciju 2.28 posljednji granič- 

n Pa n n đi L : $ B ' 

94 (v) = M=1 9. (v) = e (o( )) ni prijelaz "po razdiobi" ekvivalentan je tvrdnji da niz YA ima asim- 
n m 


šbisšdna kumlantna Funkcija ša Ptotski normalnu razdiobu N(na, nož). % 
ripadna kum 


= Prvi strogi dokaz centralnog graničnog teorema dao je A.A. Markov 
"g (v) = 1n 04 (v) = -iva,/9, + nlno(=*), (2.200) Kk. dk 
YA ba n n 228. god. Ljapunov je taj teorem dokazao 1901. god. koristeći se me- 


gdje smo s ln označili glavnu vrijednost logaritamske funkcije (lnl= todom karakterističnih funkcija. Kasnije su mnogi matematičari sve 


= 0). Prikažimo kumulantnu funkciju slučajnih veličina LS n=1,2,3,..- 


s pomoću Taylorove formule (isp. :28), str. 765-766 i str. 768) s SU došli do slijedeće formulacije centralnog graničnog teorema: 


Lagrangeovim ostatkom A Teorem 2.54. Neka slučajne veličine u nizu X,, Xa, X3,... imaju 
"(v) = Ino(v) = v(0) + Try" (0) + re" (nv), 


li 21 PPlOće razdioba £,(x), £2(x), £,(x),. 


«= 8 centrima a,, ao, agr... d 


, . : Je f€rzijama o2, 92, o2,... . N j =X,+X.+...+ = 
gdje je O<n<1. Znamo da je w(0)=0, '(O)=ia, W"(0)=-a2 (isp. formu j Ri “3 čka js ki Ša Xa! PrčE) e 


(2.151) i (2.152)), te tako dobivamo 


2 
V V iva V " (NV 
“(—>) = ind>) === + ""(T) 
GI a Sa Žaf KE d (x-a) ŽE (x)dx iL NELlj2zika hi; €>0, tu = han 82 


gdje dakako n Zavisi i od viodn, ali leži u intervalu (0, I). . 


m Krs š Učajna veličina Y neka ima standardnu normalnu razdiobu N(0, 1). 
Uvrstivši ovako dobiven izraz u (2.200), nakon sredjivanja izlaz B. i 
; Y onda i samo onda kad je za svaki e>0 
2 

V " (NV 
voy ==: (0) 
"A 20 sr 


= 


22 
i po RS 
lim ri =1 (2.201) 
n>o n 


i lim rž =e, 
n>e 5 due i . E 
nost uvjeta (2.201) za valjanost graničnog prijelaza T= dokazao 


Jednakost (2.201) naziva se uvjetom Lindeberga. Dovolj- 
je Lindeberg 1922. god... a nužnost Feller 1935.Kad se podrobnije raz- 
motri, uvjet Lindeberga (2.201) predstavlja zahtjev da svaka oda slu- 
čajnih veličina LSE Konea ima jednako malr utjecaj na čitavu sumu 


YaZŽit:+ ++, Istaknimo da se u općem slučaju ne pretpostavlja isto- 
vjetna razdioba svih pribrojnika XI, Zare. . * 

U slučaju da se želi samo kvalitativno opisati tvrdnja izrečena 
teoremom Ljapunova, može se reći: 

Ako je slučajna veličina Z zbroj vrlo velikog broja u cjelini ne- 
zavisnih slučajnih veličina Zar Koreeća XA , pri čemu je utjecaj svake 
od tih slučajnih veličina na čitav zbroj zanemariv, tada veličina Z 
ima razdiobu koja je vrlo bliska normalnoj. 

* Baš odatle, što razdioba pribrojaka se svee može biti proiz- 
voljna, dok suma ima priktišn normalnu razdiobu, proizlazi značaj 
detjatne razdiobe u mnogim područjima primjene teorije vjerojatnosti. 
Jer često na mnoge (u najširem smislu) prirodne pojave imaju utjecaj 
mnogobrojna ali pojedinačno jedva ili nikako zamjetljiva djelovanja, 
koja onda dovode do pojave normalnog zakona razdiobe. Zbog te važno- 
sti koju teorem Ljapunova ima dobio je naziv centralni granični teorem, 


: ki RN KS o- 
da bi se izdvojio iz mnogih teorema koji se nazivaju graničnim. Nap 


menimo da su u novije vrijeme dobivena daljnja poopćenja centralnog 


.. R G i slu= 
graničnog teorema, u kojima se dozvoljava "blaga" zavisnost medju : 


čajnim veličinama u zbroju X,+X +. 


2 
x i š š a 
Pogledajmo još jedan način kako se može izraziti tvrdnja Teorem 


2.53. Normirani zbroj *%_. neka ima funkciju razdiobe Fe (y) = Pi! 
. n 
Loa * iobe 
Teorem tvrdi da je lim Fg (y) = %#(y), gdje je %y) funkcija razdio 
a n> n 


vjerojatnosti (distribuanta) za standardnu normalnu razdiobu, isp- 


(2.40). Praktična primjena Teorema 2.53 počiva stoga na formuli 
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- a2 d-na) . d-na c-na 

P(c<Y,<d) = P(£728. y < Š8) 2 (dena) _ (=) , (2.202) 
di ovn n ovn ovn ovn 


pri čemu je pogreška aproksimacije tim manja, što je n veće. Valja 
dobro uočiti da formula (2.202) vrijedi točno uz uvjete koji su dani 


u Teoremu 2.53. To znači da razdiobe Pribrojnika X), Kor... uopće ne 


moraju biti poznate, moraju biti poznati samo njihov centar a i dis- 
perzija 2%, pa ipak vjerojatnost dospijevanja zbroja Ya u interval 

[G,d) možemo približno izračunati !! Tu se dakako sad postavlja pita- 
nje točnosti ove aproksimacije. Možemo reći da se uvjeti aproksimacije 


obično daju za pojedine odredjene razdiobe pribrojnika X 


1 Zar... sume 
Y.. Za Opći slučaj može se izvesti jedna asimptotska formula, ako slu- 
šajna veličina *. ima apsolutni ishodišni moment petog reda. onaglasi 


ia .. ka ",_-3/2 
e 0 (y) “Sva (VB) - Zo 6) (9) - 72no (Y)/H:(y) + Un ), 
(2.203) 
Gdje su k, i k, koeficijenti asimetrije i ekscesa slučajne veličine 


nt %(y) gustoća standardne normalne razdiobe, H_(y), r=2,3,5, poli- 
m r 

ž 2 £ - 
Nomi Hermitea: H. (y)=y -1; H, (y)=y?-3y; Hg (y)=y%-10y%+15y, a Un 3/2) 


OZnačava ostatak koji ima ovo svojstvo: za proizvoljni prirodni broj 


Bije > [(4n75/2) | /n73/2 


< C, gdje je C nezavisno od n, ali u ovom slu- 


Ju općenito zavisi još od y (isp. [3] str.162, Landauovi simboli). 


Zbog toga što taj ostatak zavisi na nepoznat način od y, formula 


2.203) ima manju vrijednost, jer se pomoću nje ne može procijeniti 


iko mora biti veliko n da bi aproksimacija bila zadovoljavajuća. 


UZ pretpostavku da je n već dovoljno veliko da se ((n73/2) može 


imo kako koeficijent asimetrije i koeficijent ekscesa slučajne ve- 


Čine Xa utječe na aproksimaciju. Ako Xa ima asimetričnu razdiobu, 


greška aproksimacije je reda veličine n71/2, a ako je razdioba sime- 


pogreška aproksimacije je reda veličine u, Dakle bolja je 


"Oksimacija kad su pribrojnici Xu sa simetričnom razdiobom. 
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pa bismo mogli izvršiti stohastičku (tzv. pouzdanu) procjenu slučajne 
mj BP. edit ćemo sigurnu i stohastičku procjenu po- . ib 
PM si Mene s " : 2. La potreban nam je slijedeći pomoćni teorem. 
Š ži ja kod zbroja velikog broja zaokruživanjem dobive- : E ; . . 
groPuo mona . 2 : , je 2.3. (Pravilo tri sigma.) Slučajna veličina X neka ima opću 
nih brojeva. Pretpostavimo da se neka suma sastoji od n realnih broje. 





normalnu razdiobu N(a,o2). Tada je 
va, zaokruženih tako da iza decimalnog zareza imaju točno po m zname- : Sikkška mogle mamama 
naka. Zaokruživanje se vrši na već poznati način: o o. nn ej m šiet, th 
1) ako je prva od napuštenih znamenaka manja od 5, zadržane dekad- BEE o da su eločajni gogsgjai rlanaaok i si: ido. 
A jina Me namijenjen + Stoga primjenom formula (2.21) i (2.40b) dobivamo 
2) ako je prva od napuštenih znamenaka veća od 5, posljednjoj za- 


P(|X-a|<39) = P(|Z|<3) = P(-3<Z<3) = 9(3) - #(-3) = 8* (3) = 


držanoj znamenci dodaje se jedinica; 


20(3) - 1 = 0,997300203936740... > 0,9973. 
3) ako je Bfva od napuštenih znamenaka jednaka 5, a medju napušte- 


nim znamenkama ima još drugih od nule različitih znamenaka, tada se 
posljednja zadržana znamenka uveća za jedinicu; 
4) ako je prva od napuštenih znamenaka jednaka 5, a sve ostale na- 


puštene znamenke su 0, tada se posljednja zadržana znamenka ne mijenja . SR 
raršo). 

ako je parna, a uveća za jedinicu ako je neparna. 2 ne 2. . . u . 3 

Je P j Za naš primjer to znači da će s vjerojatnošću 0,9973 slučajna po- 


Vidimo da apsolutna pogreška zaokruživanja x_ r-tog pribrojnika dj 1 kao _ 
k P Pog t greška zaokruženja Yo biti u intervalu (-e/3n, ey3n), tj. da će po 


: 1 -m M s s i5 24 pm 
nije veća od_ 5+*10_ =e. Broj x. možemo smatrati vrijednošću slučajne m. , : _ 
3 2 1" Spsolutnoj vrijednosti biti manja od e/3n. 
veličine X_, ako pretpostavimo da je n brojeva koje treba zbrojiti, . : : La . 2 

r Pretpostavimo da je u zbroju n=1000 pribrojnika. Ako želimo sigur- 
odabrano na slučajni način. Osim toga nemamo razloga smatrati da je . : ' 
"4 Procjenu pogreške zbroja, nastale zaokruživanjem pribrojnika, mora- 
vjerojatnost dospijevanja vrijednosti slučajne veličine Xu odredjeni 


podinterval intervala Fe,e] veća ili manja od vjerojatnosti dospije- 


vanja te vrijednosti u neki drugi podinterval intervala [-e,e] jednake 


. Stgurno nije veća od 1000e. Ako pretpostavimo da se 1000 zaokruženih 
duljine s prethodnim podintervalom. Drugim riječima slučajna veličina a ko ale . , 
Pribrojnika pojavilo u zbroju na slučajni način, tada je praktički 
X_ ima jednoliku razdiobu u intervalu [-e,e] , zel,2, e... Čaitar te si : i : SRE 
r sA "oJurno da je apsolutna pogreška zbroja manja od ey3000 = €.54,772256.. 
razdiobe je očito E(X_)=0, a disperziju računamo po formuli iz Prim) k i 
r le manja od 55e. 
ra. 2.59: o2ee?/3. Podsjetimo se da je jednolika razdioba simetrična, 


' pr Pojam praktičke Sigurnosti pripada području matematičke statisti- 
pa je pripadni koeficijent asimetrije kizo. Usput spomenimo da Je ko 


: Bu O njemu će se više govoriti kasnije. Važno je zapaziti u ovom 
ficijent ekscesa za sve jednolike razdiobe k.=-1,2. Zbroj Y,=Xj+X2'"" 


jd imjeru da procjena slučajne pogreške Y_ ima stohastički karakter: 
+.+X, je slučajna veličina čije vrijednosti su jednake pogrešci zbroj A F 

n da predstavlja slučajni dogadjaj koji se ostvaruje s vjerojatnošću 
koja je nastala uslijed zaokruživanja pribrojnika. Po Teoremu 2:53 "n 


ova 89973... . Ako bi se 1019 puta vršio stohastički eksperiment odabi- 
ima približno normalnu razdiobu N(0,neŽ/3), ako je n dovoljno veliko: ; 
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ranja na slučajni način po 1000 brojeva, vršilo njihovo zaokruživanj, 
na m decimala iza decimalnog zareza i promatrala pogreška zbroja tih 
brojeva nastala zaokruživanjem pribrojnika, tada bi u prosjeku na Sva 


kih 10000 eksperimenata 27 puta bila pogreška veća od 55e. Ako se 


' m. : perimenata, ali da se u i-tom eksperimentu promatra slučajni dogadjaj 
stvarno vrši samo nekoliko ovakvih stohastičkih eksperimanata, Često > 


g ifj, 
istovjetni u tom smislu da ih ne možemo razlikovati ako ne vodimo 


: X : Kk A, čija je vjerojatnost P(A,)= i=l,2,... . Dogadjaji A,, A 
puta u primjenama možemo procjenu |Y ,l|<55e smatrati praktički sigur. mmoja * oi Lj pen a 


nom. 

Ovaj rezultat naročito je važan kad se na elektroničkom računalu 
obavljaju vrlo opsežni proračuni. Za pogrešku umnoška nastalu uslijeg 
zaokruživanja množitelja vrijede analogni rezultati, ako se apsolutne 


pogreške zamijene relativnim. A 
se u bacanju idealnog novčića i promatra se da li je ispao grb. Ako 


* u prvom bacanju ispadne grb, ostvario se dogadjaj Gi, ako u drugom 
Zla PODROBNIJA OBRADBA NEKIH VAŽNIJIH RAZDIOBA 


bacanju ispadne grb, ostvario se dogadjaj G itd.. Jasno je da slu- 


2" 
U različitim područjima primjena teorije vjerojatnosti danas upo- ijni dogadjaji G, i Go nisu ekvivalentni već zbog toga što su neza- , 


trebljavaju preko 8 važnijih diskretnih i preko 29 važnijih kontinu- 


itsnt. Ako se pri izvodjenju prvog «eksperimenta ostvario dogadjaj Ga 


i 


iranih razdioba. Ipak, neke razdiobe pojavljuju se istovremeno u goto- EO ne znači da se pri izvodjenju slijedećeg eksperimenta mora ostva- 


vo svim područjima primjena. O njima ćemo nešto više reći u ovom para- žlti dogadjaj Ga. 


grafu. Bernoullijeva shema vršenja stohastičkih eksperimenata sastoji se 


Pretpostavimo da odredjeni stohastički eksperiment možemo reali- 
zirati neograničeni broj puta. Drugim riječima, stanoviti slog uvjeta 
g možemo realizirati neograničeni broj puta. U vezi s tim slogom uvje" 


ta o neka bude slučajni dogadjaj A, koji se pri jednokratnom izvodje“ 


: : m : . : » . Koj Konačan ili beskonačan niz istovjetnih stohastičkih eksperimena- 
nju eksperimenta može ostvariti s vjerojatnošću p. Dakle, pri sva 


renidnagiji sloja ujaka a vjerojatnost ostvarenja glučainu dogadjaj? a možemo smatrati novim (složenim) stohastičkim eksperimentom. Jedan 


hoda k pa n s . s + . 
id u Ovako složen k enta mo t 
A je stalna i jednaka p. Pritom vjerojatnost ostvarenja dogadjaja a pe NR Pen Mo nE 


C = ALAZAJA jA gA GAJ ++. , 


budući da su dogadjaji A4, i=1,2,3,..., u cjelini nezavisni, možemo 


a : a“ 

jednom eksperimentu ne zavisi od ostvarenja ili neostvarenja tog dog 
naja 3 : : : ih 

djaja u drugim eksperimentima. Ovdje se dakle radi o nizu istovjetn 


g t 
nezavisnih eksperimenata kod kojih se u svakom pojedinom eksperimer 
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vjerojatnost tog slučajnog dogadjaja računati ovako: 


P(C) 


P(AJ)P(A)P(A)P(A)P(AL)P(A)P(A])...= 


(1-p).P.P.(1-P)(1-P) (1-P).P... 
Slično rasudjivanje već smo susreli u Primjeru 1.25. Nizove istovjet- 
nih stohastičkih eksperimenata najprikladnije je proučavati primjenon 
slučajne veličine IA! uvedene Primjerom 2.4, i nazvane tndikatorom. 

Ovu slučajnu veličinu nazivaju još i Bernoullijevom slučajnom veliši- 
nom. Neka je ishod i-tog eksperimenta u nizu označen s Bi Pri čemu 

može biti B,=A, ili Bi=A,, i=1,2,... . Ishod složenog eksperimenta je 


dakle C=B.B.B Broj eksperimenata u nizu može biti slu- 


A2“ 
čajna veličina N, a možemo promatrati i slučajnu veličinu 


= M_iBy> 


Kk i= do todo Tae idi 


Ako je n fiksirani prirodni broj, pa postavimo uvjet N=n, tada slučaj- 
na veličina X ima binomnu razdiobu. Ako pak postavimo uvjet X=1, 

s. čeg 0, gdje je ip vrijednost aanbadna veličine Ta tada slučajna 
veličina N ima geometrijsku razdiobu. Ako je r fiksirani prirodni broj 


pa stavimo da je X=r, ip # 0, tada slučajna veličina N ima tzv. nega- 
N 


tivnu binomnu (ili Pascalovu) razdiobu. 


2,7/,2. GEOMETRIJSKA RAZDIOBA 


Mada smo u prethodnom odjeljku geometrijsku razdiobu precizno de- 
finirali, možemo tu definiciju izreći nešto opširnije: 

Ba itukešja 2.29. Izvodi se niz stohastičkih eksperimenata po Ber" 
noullijevoj shemi do prvog ostvarenja promatranog slučajnog dogadjaja 
A, pri čemu je P(A)=p, an broj izvršenih eksperimenata u nizu. Tada 
jen vrijednost slučajne veličine N, čiju saga robi nazivamo geometriš" 
skom, s parametrom p. »& 

Broj potrebnih eksperimenata do prvog ostvarenja dogadjaja A može 
biti n=1,2,3,..., prema tome to su upravo vrijednosti slučajne veli“ 


a da 
čine N. Slučajna veličina N poprimit će vrijednost n onda i samo on 
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ishod niza eksperimenata bude glasio 


c= AlA2+ + Alina: 


n-1 : : 
P, gdje je q=l-p. Tako smo dokazali 


>rema tome je P(N=n) = P(C) = q 
Teorem 2.55. Funkcija vjerojatnosti slučajne veličine N, podvrg- 
nute geometrijskoj razdiobi s parametrom p, glasi 


plin) = q"ip, 


(2.205) 
e je q=l-p, a n poprima vrijednosti 1, 2,3, ... . AN 
Karakteristična funkcija slučajne veličine N je 
von-1 ivn iv ov iv,n eiv 
Bino= la pe "=pe" ] (qo/)"=—PE. (2.206) 
n=1 n=0 1-qe 


Pripadna kumulantna funkcija je dakle 


"iv) = Ino(v)= Inp + iv - In(1-qei“), 


Primjenom formule (2.151) dobivamo kumulante ćp=1/p: ko=a/p7i a 

En(1+q)/p", a formule (2.152) nam sad kazuju da su centar, disperzija 
i koeficijent asimetrije kod geometrijske razdiobe dari izrazima 
niža ady ke (2.207) 


bin) 


Zapažamo da je koeficijent asimetrije , 





? n 
Filjskoj razdiobi s parametrom p=0,6. O 1 2 3 _ 5 6 








Slika 2.59 


arko pogadja pokretni cilj s vjerojatnošću p=0,5. Jedno pucanje iz 


je očekivana suma novca koju će za to potrošiti? U kojim granicama 


se s vjerojatnošću 0,99 nalaziti potrošena suma novca? 


Puške stoji 2 Din. On je odlučio da puca sve dok ne pogodi cilj. Koli- 


=2>0E 


Promatrani slučajni dogadjaj A ovdje glasi: "Marko pogadja Cilj,u 
Taj se dogadjaj može ostvariti u prvom, drugom, trećem gadjanju, ita, 
Definiramo slučajnu veličinu X kao broj pucanja do prvog pogotka. Ja. 
sno je da X ima geometrijsku razdiobu s parametrom p=P(A)=0,6. Nas 
medjutim istovremeno zanima i slučajna veličina Y=2X, koja Pokazuje 
potrošenu sumu novca u dinarima. Na prvo postavljeno pitanje možemo 


2 2 
=2- 3,6 =, 3 Din. Marko može oče- 


odmah dati odgovor: E(Y) = 2E(Xx) 
kivati da će potrošiti oko 3,3 dinara, no smisao tog rezultata treba 
dobro razumjeti. Jasno je da je (Y%=3,3) 


nemoguć dogadjaj, jer Marko 


može za gadjanje potrošiti 2; 4; 6; 8; ... dinara, ali nikako 3,3 
dinara. Poznavajući samo očekivanje E(Y), Marko ne može procijeniti 
da li će imati dovoljno novaca da bi proveo do kraja svoj eksperiment, 
Teoretski, on zna da mu sigurno treba od 2 do e dinara. U primjenama 
slučajne dogadjaje s vjerojatnostima vrlo bliskim k 1, npr. od 0,9 
do 1, smatramo praktički sigurnim. Uvodjenjem tog pojma mi već prela- 
zimo u područje matematičke statistike. Na tom putu ovo je jedan od 
najvažnijih koraka. Ako dozvolimo da procjena potrošene sume nopea 
bude slučajni dogadjaj s vjerojatnošću 0,99, dakle praktički sigurni 
dogadjaj, interval [2,e] znatno ćemo smanjiti. Valja uočiti da drugo 
postavljeno pitanje u promatranom problemu nije precizno postavljeno! 
Nije rečeno u kakvom odnosu prema centru razdiobe treba stajati traže- 
ni interval. U primjenama se, kao što ćemo kasnije vidjeti, postavlja 
dodatni zahtjev da pozitivna odstupanja od centra razdiobe, koja su 
izvan promatranog intervala, budu jednako vjerojatna negativnim odstu“ 
panjima od centra razdiobe, koja su takodjer izvan promatranog inter" 
vala. No u ovom primjeru ne možemo tako postaviti traženi interval, 
jer funkcija razdiobe F(x) u točki x=1 ima veliki skok od vrijednosti 


0 do vrijednosti 0,6. Zato ćemo u ovom problemu drugo pitanje preci?“ 


nije postaviti ovako: Koji je najmanji prirodni broj m takav da vje? 


jatnost P(1<X<m) ne bude manja od 0,99? Do odgovora najlakše dolazimo! 



























ei 


o nam je poznata tablica pripadne funkcije razdiobe F(X). Budući da 






aki 


5 


p(l<X<m)=F(m)-F(1), 
ožene tablice nalazimo da je m=7, ili 
3 995904 > 

Dakle s vjerojatnošću većom od 


na temelju pri- 





jrugim riječima P(1<X<6) = 0, 
80,99. 
0,99 potrošena suma novca nalazit će se 
u intervalu [2, 12] .Marko može biti 


praktički siguran da će mu 12 dinara 


DUTTEDOTE 
0,995904 


pouzdana procjena slučajni dogadjaj, ako je promatramo u strogom smi- 










ti dovoljno da bi izvršio svoj ekspe- 


riment. Ovakva procjena naziva se pouz- 





nom procjenom, a interval [2, 12] 





uzdanim intervalom. Vidimo da je 


teorije vjerojatnosti. Napominjemo da u ovako jednostavnom proble- 
nismo morali konstruirati tablicu za F(x). Mogli smo se koristiti 


rmulom za sumu konačnog geometrijskog reda. Budući da je F(1)=0 


mora biti F(m)=0,99, dakle 
m=1 m=1 i 
-1 .m-1 ć . 
F(m)= ) pan) = /q"“p=1-q"" =0,99, gdje je q=0,4. 
n=1 n=1 : 


a kako vjerojatnost 
ne smije biti manja od 0,99, zaokruživanje moramo uvijek 
("na više", tj. m=7. 
Primjer 2.89. Pretpostavimo da je Marko, o kome je bilo riječi u 
Primjeru 2.88, došao na sajam sa svojih 99 drugova, od kojih je svaki 
lsto tako dobar strijelac kao i Marko, te u jednom pucanju pogadja 


ilj s vjerojatnošću p=0,6. Svaki od njih puca sve dok ne pogodi cilj. 


s vjerojatnošću 0,995? 
Neka su učesnici ovog stohast čkog eksperimenta numerirani broje- 
ima od 1 do 100, i neka je za k-tog učesnika vrijednost slučajne ve- 


ličine BSE k=1l,2,...,100 , jednaka broju pucanja do prvog pogotka. 


Ukupni broj hitaca je tada vrijednost slučajne veličine Yi007 Ž1it 
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Kot ++X190* Svaki pribrojnik X ima geometrijsku razdiobu sa Centrom 


a=1/p=5/3 i disperzijom (prema formuli (2.207)) o2=10/9. Na osnovi 
centralnog graničnog teorema (Teorem 2.53) možemo pretpostaviti da 
slučajna veličina %,00=(Y,00-166,6)/10,54 ima približno razdiobu 

N(0, 1). Uzeli smo u obzir da je na=500/3=166,6 i ovi= £5VT0210,54, 


U ovom primjeru traži se interval [c,d) takav da vrijedi 


P(c <&/ <d) = 0,995. 


00 
Ovim uvjetom interval [€,đ) nije jednoznačno odredjen, dapače ima bes- 
konačno mnogo različitih intervala koji zadovoljavaju postavljeni 
uvjet. Stoga uvodđimo pojam simetričnog intervala. 

Definieija 2.30, Kontinuirana slučajna veličina X neka ima funk- 
ciju razdiobe F(x). Interval [c,d) nazivat ćemo simetričnim za slučaj- 
nu veličinu X, ako je 

F(c) + r(d) =1.a (2.208) 

Značenje ovog uvjeta lako se otkriva: P(X<c) = F(c) =1-F(d) = 
= 1 - P(X<d) = P(X2d) = P(X>d). Dakle vjerojatnost dospijevanja slu- 
čajne veličine X u interval (-e, c) jednaka je vjerojatnosti dospije- 
vanja te veličine u interval (d,»). 


Teorem 2.56. Ako je [c,d) simetrični interval za kontinuiranu slu- 


čajnu veličinu X, i ako je zadana vjerojatnost P(q < X <d) = P, tada 
* 2.209) 

«= *(1-p)/2 ž d = X (14P)/2 * (2. 
gdje su kvantili *(1-Pp)/2 i * (14P) /2 simetrični. 


Dokaz. Neka su x_i x, kvantili razdiobe kojoj je podvrgnuta 
a 


+P 
slučajna veličina X. Tada je na osnovi formule (2.154) 


< 
P(x, S.K *a+p 


) =P. 

Prema tome svi mogući intervali [c,d) za koje je P(c<x<d)=P čine skup 

S=([x_, X ,p)l0<e<1-P), Ako je P<1 imamo tu beskonačno mnogo interva- 
a Q 


la, od kojih je samo jedan simetričan za slučajnu veličinu X. Njega 


dobivamo iz uvjeta (2.208), primjenom definicije (2.153): 
























-253- 


F(x.) + F(X ) =a + (0tP) = 1, 


a+P 
odakle je 
& = (1-P)/2, 


pa su c=x, ik d=x ip dani formulama (2.209). Budući da je (1I-P)/2 + 
+ (1+P)/2 = 1, po Definiciji 2.18 kvantili (2.209) su simetrični. Time 


je Teorem 2.56 dokazan. 4 


Pitanje postavljeno u Primjeru 2.89 treba dakle glasiti: U kojem 
imetričnom intervalu leži ta suma novca, s vjerojatnošću 0,995? 
ekli smo da normirana slučajna veličina Ž190 ima približno razdiobu 
(0, 1). Za kvantile standardne normalne razdiobe uveli smo oznaku u 
U ovom primjeru traženi simetrični interval glasi [4(1-p)/2"%(14P)/2), 
li ako uzmemo u obzir da su simetrični kvantili kod simetrične raz- 


lobe jednaki po apsolutnoj vrijednosti i suprotna predznaka, traženi 


pouzdane vjerojatnosti. Veličina p=1-P se tada naziva nfvoom 
ntfikantnosti. Ovu veličinu valja dobro saatiRovuti od vjerojatno- 
či pogotka u jednom pucanju, koju smo takodjer označili slovom p! 

M jenjem nivoa signifikantnosti kvantil U(14P)/2 poprima oblik “E: 


J našem slučaju je nivo signifikantnosti p=1-0,995=0,005. Pripadni 


SVantil čitamo iz Tabele VII za p=0,005: u = 2,81. Konačno smo 
l- 


< 2,81 


O nI 


ili traženi interval -2,81 < * dakle je 137<Y, <196,3. 


100 


pna suma novca 2Y19072100 nalazit će se u intervalu 274«<z 


00 


100<322:6 


S Vjerojatnošću 0,995. S istom vjerojatnošću ulog u dinarima pojedinog 


Učesnika ovog eksperimenta nalazit će se u intervalu (2,70; 3,95), 


OJi je osam puta manji od intervala (2; 10). Da smo umjesto 100 pret- 


Stavili da je bilo n=1000 učesnika u ovom stohastičkom eksperimentu, 


na 


Šli bismo da s vjerojatnošću 0,995 ulog u dinaszima pojedinog učesni- 
žeži u intervalu (3,10; 3,52). Svi ovi intervali stežu se u točku 


odredjenu očekivanjem aritmetičke sredine 2,72 (X)+X +...+X.)/n, koje 


2 


jednako E(Z,)=2nE(X,)/n=3,3 Din. To stezanje intervala proizlazi iz 


ase 


Teorema Ččebiševa, napose iz formule (2.199). Centralni granični teg- 
rem nam omogućava da ovaj proces stezanja intervala oko očekivane 
vrijednosti i kvantitativno opišemo. Razmotreni primjer nam takodjer 
pokazuje da ukoliko pojedinac sam vrši stohastički eksperiment (jedno- 
kratnog) gadjanja, očekivana suma novca koju će za to utrošiti gotovo 
da ne znači nikakav podatak, ali ako veliko mnoštvo ljudi sudjeluje u 
tom eksperimentu, onda će utrošena suma novca po jednom učesniku Prak- 
tički sigurno vrlo malo odstupati od očekivane sume novca. Ova pojava 
je izvor vrijednosti matematičke statistike. Tu vidimo kako se od sto- 
hastičke zakonitosti, uvećavanjem broja elemenata mnoštva prelazi na 


determinističke zakonitosti! X 


2,7/,3, BINOMNA RAZDIOBA 


Mada smo porijeklo binomne razdiobe već opisali u odjeljku 2.7.1., 


dat ćemo jednu preglednu definiciju. 


Definteija 2.31. Izvodi se niz od n istovjetnih stohastičkih eks-. 


perimenata po Bernoullijevoj shemi, pri čemu se u pojedinačnom ekspe- 
rimentu slučajni dogadjaj A ostvaruje s vjerojatnošću p, a ukupni broj 
ostvarenja dogadjaja A neka je m. Tada kažemo da je m vrijednost slu- 
čajne veličine X podvrgnute binomnoj razdiobt B(n,p). # 

Indikator sa poprimi vrijednost 1 (0) ako se u k-tom eksperimentu 
dogadjaj A je (nije) ostvario. Jasno je onda da se slučajna veličina 
X može prikazati kao zbroj indikatora 
(2.210) 


s šiša th . 
X li + 12 + IL 


Slučajna veličina X naziva se (apsolutnom) frekvenetjom ostvarenja 
dogadjaja A, a tako se naziva i svaka njezina konkretna vrijednost. 
Frekvencija X poprima vrijednosti 0, 1, 2, ..., N, jer se u n ekspe" 
rimenata dogadjaj A može ostvariti nijednom, jedamput, dvaput,...1 7? 


puta. Običaj je da se vrijednosti frekvencije X označavaju slovom m: 


pa valja uočiti da ovdje odstupamo od dosadašnjeg načina označavanja 
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slučajnih veličina i njihovih vrijednosti. Jednadžbom (2.210) frekven- 
ciju X prikazali smo kao Zbroj nezavisnih slučajnih veličina Ik" k=1, 


2,...,n, koje imaju matricu razdiobe 


L 0 1 
Tk = * 
q P 


gdje je q=l-p. Razdiobu zbroja 1itI, računat ćemo slično kao što smo 
radili u Primjeru 2.49. Prvo konstruiramo pomoćnu matricu 


ke 0+1  1+0 a 
2 


q ap pq piu 


čijom redukcijom dobivamo 


Takodjer za zbroj Iit12+I3 = (I1+12)+I, prvo konstruiramo pomoćnu ma- 


lEricu 
 0+0 0+I1 1+0 1+1 2+0 


' 2+1 \ 
kdbdne ) 
(.q qpo o 2pq 2p*a pžaq po * 


o 1 2 3 
ka GET Jar sj 


2 2 
\q 3pq_ 3pq_p 
Metodom potpune inđukcije može se dokazati da je 


Za 


11 “h Io Poso = = 


fr ik 2 m n 

ka" dil") ea“, PP, np. ' 

ili drugim riječima, može se dokazati da vrijedi 

Teorem 2.57. Funkcija vjerojatnosti slučajne veličine X, podvrgnu- 


te binomnoj razdiobi B(n,p), glasi 


= (1 - 
Pm) = (pra? mo 


(2.211) 
gdje je q=1-p, a m poprima vrijednosti 0, 1, ..., n. “M 
Funkciju vjerojatnosti slučajne veličine X podvrgnute binomnoj 


Fazdivbi B(n,p) mogli bismo izvesti na posve drugačiji način, koji se 
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zasniva na diskusiji iz odjeljka 2.7.1. Slučajni dogadjaj (X=m) ekvi. 


valentan je zbroju svih slučajnih dogadjaja 


C, = B,B2..-B, 


NE sy : Pavelsna < 
kod kojih je E Ka Proizvoljni izbor 
različitih brojeva načinjen 


i jJEl;2:4 +43 A ki, kore. 


medju brojevima 1, 2,..., n, dok je 


B.=A. za sve ostale indekse dfkje j=1,2,...,m. Napominjemo da ovdje 
14 
A. označava dogadjaj A u i-tom eksperimentu. Vidimo da slučajnih doga- 
i ; , 
i “e i i j i isj i jer ako 
djaja Cc, ima (m) r, ioni su svi u parovima disjunktni, j su 
C i GC različiti, tada si bar na jednom mjestu u njihovoj faktori- 
a ha 
dl 2 ' Paua 
“zaciji korespondiraju faktori A. i AL. , pa je "=. 
J J 


za Ieri te pošto smo našli 


=V. Nadalje je 


_— m n-m 
P(C,)=P(B,)P(B2)...P(B,)=P q 


rastav ' 
(X=m) = E. + 64 E saa + C , 


i 2 n 
bos 
imamo 


i 
P (m) = P(X=m) = )'m 
> r=1 


ny.m_n-m 
PC) = (Pa 
Mi ovdje preferiramo prvi dokaz, jer nam on daje mnogo više mogućnosti 
za daljnje proučavanje binomne razdiobe. 


Želimo li naći centar binomne razdiobe, potrebno je prvo ustano- 


viti da je E(I,)=0.q +1.p=pza k=1l,2,...,n, pa formula (2.200) daje 


E(X) = E(I,) + E(1.) Ea +E (I) = np. 


2 2 2 ms E k=1 Ž 
Slično je D(I)= (0-p)2.q + (l-p) .p =pqtq p = pa(p+tq)= pq za , 
: ; a- 
1;...,n, pa budući da su pribrojnici u zbroju (2.210) u parovima nez 
visni, možemo računati disperziju apsolutne frekvencije 


D(X) = D(T,) + D(I,) +... + D(T,) = npq. 


a RE: S 4 2.69. 
Oba posljednja rezultata već smo našli u Primjerima 2.53, 2.58 1 


Upotrebljavat ćemo i norpmiranu frekvenciju 


ž= X. np (2.212) 
vripa 


Osim apsolutne frekvencije X uvodi se i relativna frekvencija 
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Yo= 


51 


(2.213) 


Jasno je da vrijedi P(X=m) = P(y= 2B Relativna frekvencija peria 


mijednosti 0, 4, Ž,.. 


St +, 1. Primjenjujući pravila za računanje očeki- 


1 


ps mp, D(Y) = >p(x) = B8. (2.214) 
n 


Bolje razumijevanje binomne razdiobe postižemo grafičkim prikazi- 
vanjem pripadne funkcije vjerojatnosti. 


Bh Bo(im) Eol) 
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Slika 2.61 








Na Slici 2.60 prikazana je funkcija 
vjerojatnosti za binomnu razdiobu 
B(20; 0,1). Za ovu maloke koefici- 
jent asimetrije, računat po formuli 
. iz Primjera 2.69, izlazi pozitivan. 
m Na Slici 2.61 prikazana je funkcija 


13. 4.15 15 17 18 19 20 vjerojatnosti za binomnu razdiobu 


Slika 2.62 B(20; 0,5). Ova razdioba je simetri- 
na. Na Slici 2.62 prikazana je funkcija vjerojatnosti za binomnu raz- 
diobu B(20; 0,9). Za ovu razdiobu koeficijent asimetrije je negativan. 
Ako broj eksperimenata nije veći od 20, probleme iz područja bi- 
lomne razdiobe možemo rješavati upotrebom Tabela III i IV. U slučaju 
ĆEg broja eksperimenata primjenjuju se asimptovske formule, koje 
Semo kasnije opisati. Ponekad se za izračunavanje vrijednosti funkci- 


* Vjerojatnosti može primijeniti rekurzivna formula 


= n-m+1 
Pm==aE P,(m-1), 


q (2.215) 
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za m=l, 2,..., n, ako se uzme u obzir da je P2(0)=q". Formula (2.215) 
proizlazi odmah iz (2.211), ako se binomni koeficijent modificira na 
slijedeći način ; 


OG-=" o 


Odredjivanje maksimuma vjerojatnosti Po (m) najlakše se izvodi primje- 





nom formule (2.215), ako se ova dovede u oblik 


Po (m) ža (n+1)p - m 
Pa (m-1) ma 


Pa (m) kao funkcija od m raste s porastom varijable m, ako je izraz D 
na desnoj strani posljednje jednadžbe veći od 1. Sad razlikujemo dva 
slučaja: 1) Ako (n+1)p nije cijeli broj, najveća vrijednost od m za 
koju je izraz D veći od 1 jednaka je najvećem cijelom broju koji nije 
veći od (n+l)p; funkcija Pam) ima dakle maksimum za m=[(n+1)p], gdje 
je s [x] označena funkcija "najveće cijelo od x". 2) Ako je (n+1)p 
cijeli broj, tada za m=(n+1)p izraz D ima vrijednost 1, pa funkcija 
Po (m) postiže maksimalnu vrijednost u dvijema susjednim točkama: m= 
=[(n+1)p]=(n+l)p i m=(n+1)p-1. Prisjetimo li se da je mođ razdiobe 
točka u kojoj funkcija vjerojatnosti ima maksimum, možemo Listi 
Teorem 2.58. Mod binomne razdiobe B(n,p) je [(n+1)p] - Ako je 
p mod 


(n+1)p cijeli broj, tada razdioba ima dva moda: osim točke (n+1) 


je i susjedna točka (n+1)p - 1. A 


Kod diskretnih razdioba mod je najvjerojatnija vrijednost slučaj- 
ne veličine. Dakle najvjerojatnija vrijednost frekvencije X je ((n+1 PI 
rijed- 


Vidimo da se u slučaju kad np nije cijeli broj najvjerojatnija v 


nost frekvencije ne poklapa s centrom np binomne razdiobe. Na Slici 


2.60 vidimo da se mod nalazi u točki [(20+1)0,1] =[2,1]=2: na slici 
2.61 mod je u točki [21.0,5]=[10,5]=10; na Slici 2.62 mod je u točki 


[21.0,9]=[18,9]= 18. Za sve tri ove grafički prikazane razdiobe mod 


se poklapa s centrom. 


š u 
Primjer 2.90. Pretpostavimo da je Marko, o kome je bilo govora 
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primjeru 2.88, odlučio da puca 6 puta, bez obzira koliko puta će po- 
goditi cilj. Kolika je vjerojatnost da će on a) pogoditi cilj točno 
jedamput; b) pogoditi cilj bar jedamput? 

Ovdje se radi o Bernoullijevoj shemi kod koje se u svakom poje- 
dinačnom stohastičkom eksperimentu slučajni dogadjaj A: "Marko je 
pogodio cilj" ostvaruje s vjerojatnošću p=0,6, a izvodi se niz od n=6 
nezavisnih eksperimenata. Vjerojatnost da će u tih šest pucanja cilj 
biti pogodjen točno jedamput, ili drugim riječima da će slučajna ve- 
lJičina X, podvrgnuta binomnoj razdiobi B(6; 0,6) poprimiti vrijednost 


iznosi 
P(X=1) = 


I 
> 
mn 
o 
o 
Pa 
mN 
nH 
o 
s 
> 
u 


P4l1) = 0,036864 = 0,037. 


| _ 56; 
P(X21) = Mer Palm) = 1 - PL(0) = 1 - 0,4% = 0,995904 = 


0,996. 


Ovaj rezultat mogli bismo dobiti i uz pomoć Tabele IV, računajući 


Ovako: = (a; a 


ako je gotovo nemoguće da će Marko u 6 pucanja pogoditi cilj točno 
jedamput, praktički je sigurno da će ga pogoditi bar jedamput. Tako 


Sm o U ri ri . . 
Odgovorili i na pitanje pod b). Poklapanje vjerojatnosti P(X>1) s 


Jerojatnošću P(1<X<6) iz Primjera 2.88 nije slučajno! Zašto? 


Fi 


Primjer 2.91. Ako potencijalnih ljevaka ima 10%, kolika je vjero- 


jat j 
nost da međju 20 nasreću odabranih ljudi bude a) točno 5 ljevaka; 


D) bar 5 ljevaka ? 


Događjaj A ovdje glasi: "nasreću odabrana osoba je ljevak". Vjero- 


Jatnost ostvarenja dogadjaja A iznosi p=0,1 = m 
100 ' 


Nat ž x : A . 
a izvršenih po Bernoullijevoj shemi je n=20. U savršeno preciznom 


a broj eksperime- 


-260- 


smislu ovdje se ne radi o Bernoullijevoj shemi, jer je broj ljudi ko- 
načan, pa se (nepovratnim) izborom prve osobe vjerojatnost izbora lje- 
vaka za preostali skup ljudi promijenila i više ne iznosi 0,1, a daka- 
ko i za sve daljnje (nepovratne) izbore ta se vjerojatnost mijenja. 
Drugim riječima, stohastički eksperimenti u ovoj seriji od 20 ekspe- 
rimenata nisu strogo uzevši istovjetni: skup ljuđi medju kojima se na- 
sreću odabire po jedna osoba svaki put je drugačiji. Medjutim, mi 
pretpostavljamo da se izbor 20 ljudi ovdje vrši iz mnoštva koje sadrži 
mnogo više od 20 ljudi, npr. 20 miliona, pa je izuzimanje 20 ljudi za 
to mnoštvo zanemarivo, naravno uz dodatnu pretpostavku da i onih lju- 
di koji posjeduju promatrano svojstvo u mnoštvu ima mnogo puta više 
od 20, npr. 2 miliona. U ovom primjeru se dakle samo nakon prihvatlji- 
vih aproksimacija može govoriti o Bernoullijevoj shemi. No u mnogim 
realnim primjenama teorije vjerojatnosti naići ćemo na sličnu ideali- 
zaciju, pri čemu neke vrlo velike konačne skupove smatramo praktički 
beskonačnim. Ovu aproksimaciju možemo načiniti i zato, što je vjeroja- 
tnost p=0,1 takodjer aproksimacija dobivena iz eksperimenata. 

Neka su vrijednosti slučajne veličine X jednake broju ljevaka 
koji se nalaze medju 20 nasreću odabranih ljudi. Tada X ima binomnu 


razdiobu B(20; 0,1). Odgovarajući na pitanje a), trebamo izračunati 


_ 20 5. 015 
P(X=5) = P.4(5) = ( 5)0,1 048%". 


Upotrebom logaritamskih tablica ili džepnog elektronskog računala 


. .. . ja- 
nalazimo P20(5) = 0,03192. Ako se zadovoljavamo s manjim brojem valj 


: z .T12 
nih decimalnih mjesta, rezultat nalazimo s pomocu Tabele III, str 7 


i A ći 
P29g(5) = 0,0319. Da bismo odgovorili na pitanje pod b), moramo nać 


20-m 


vjerojatnost : 


20 20 m 
P(X>5)=P20(5)+P20(6)+-+-+P20(20) =lpes (120+170,9 
a ta je jednaka vjerojatnosti ' 


20 
1-P(X<4) =1 - tel (29)0,1"%0,9 "o 


A : 44 od 
Kad bismo morali računati, drugi izraz bio bi dakako prikladniji 
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prvoga, no primjenom Tabele IV, str T16, izbjegavamo svako računanje, 
jer je P(X>m) = F*(m;p) i stoga 
P(X25) = F*(5;0,1) = 0,0432. X 

Primjer 2.92. Vjerojatnost kvara pojedinog zrakoplovnog motora 
za vrijeme rada od T sati jednaka je q, pri čemu se pretpostavlja da 
motori rade nezavisno jeđan od drugog. Zrakoplov može nastaviti lijet 
jedino u tom slučaju, ako radi bar polovina svih njegovih motora. Za 
koje vjerojatnosti q treba četvoromotorni zrakoplov pretpostaviti šes- 


tkoromotornom ? 

Vjerojatnost ispravnog rada jednog motora u vremenu od T sati iz- 
nosi p=1-q. Ako su vrijednosti slučajne veličine X jednake broju moto- 
ra četvoromotornog zrakoplova koji će ispravno raditi u vremenu od T 
ti, tada slučajna veličina X ima binomnu razdiobu B(4;p). Označimo 
li motore ovog zrakoplova brojevima od 1 do 4, i-ti stohastiški ekspe- 
riment ovdje se sastoji u tome da promatramo i-ti motor u vremenskom | 
intervalu od T sati, i=1,2,3,4. U svakom od ta Šetari. okaperimenta 
(koji se u ovom primjeru obavljaju istovremeno!) slučajni dogadjaj A: 
"motor je dobro radio kroz vrijeme od T sati" ostvaruje se s vjero- 
Jatnošću p. Slučajni dogadjaj B: "četvoromotorni zrakoplov uspješno 
letio za vrijeme od T sati" prema uvjetu zadatka ekvivalentan je 
&ogadjaju (X>2). Prema tome je 


P(B) = P(X22) = 1 - P(X<2) = 1 - (G)pOa“ - (f)pal = 1 - 4) + Ba. 


šestoromotorni zrakoplov slučajna veličina Y ima vrijednosti jedna- 
broju motora koji će ispravno raditi u vremenu od T sati, i pod- 


Vrgnuta je binomnoj razdiobi B(6;p). Slučajni dogadjaj C: "šestoro- 


ms (C) 


Masi — 4 > mje Ke pije = lau" bif = 


4 


1 -15q%.+ 24q? 6 


=: KO&'"« 


Etvoromotorni zrakoplov pretpostavit ćemo šestoromotornom za one q 
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koji zadovoljavaju uvjet P(B)>P(C), tj. četvoromotorni zrakoplov bit 


će bolji od šestoromotornog ako je vjerojatnost njegovog uspješnog 


leta za vrijeme od T sati veća od odgovarajuće vjerojatnosti kod Šest- 


oromotornog zrakoplova. Sredjivanjem dobivamo uvjet 


a? (10q? - 24q2 + i8q - 4) > 0. 


Da bismo riješili ovu nejednadžbu, treba naći rješenja jednadžbe f(q)= 


3_24q5418q-4)=0. Pored toga što je 0 trostruka nultočka poli- 


= q(10q 
noma f(q) lako dolazimo do zaključka da je 1 dvostruka nultočka tog 
polinoma, jer da smo umjesto s q sve vjerojatnosti izračunali s pomo- 
ću p, tada iz izraza za P(X22) i P(Y23) vidimo da polinom f£(q) mora 
biti djeljiv sa Pp", Ej. 6 (q-1)2. Nakon izvršenog dijenjenja preosta- 
je kao posljednja nultočka 0,4. Tako sad možemo izvršiti faktorizaci- 
ju f(q) = 18a7(a«1j*ta=6,4), koja nam omogućava crtanje kvalitativnog 
grafa funkcije f(q), v. Sliku f(q) 

2.63. Dakako, važno je ponaša- 


nje funkcije f(q) samo u inter- 


valu [0, ile Budući da je f£(q)>0 


._ 1 q 
kad je 0,4<q<l, za ove vrijed- O 04 


nosti q četvoromotorni zrakoplov 

ima prednost pred šestoromotor- 

nim. Nasuprot tomu, za 0<q<0,4 Slika 2.63 

šestoromotorni zrakoplov ima prednost pred četvoromotornim. Kod s 

menih zrakoplovnih motora q se nalazi u ovom drugom intervalu, no i 

odlučivanja kakav će se zrakoplov graditi dolaze do izražaja i drug: 

uvjeti o kojima ovdje nismo vodili računa. . 
Primjer 2.93. Stroj za serijsku proizvodnju proizvodi vrlo a, 

broj istovrsnih predmeta (npr. vijaka). Vjerojatnost da jedan zeka 

bude neispravan iznosi 0,005. Ako se iz tog velikog mnoštva nasreću 


Ć i A ima biti 
odabere 10000 predmeta, kolika je vjerojatnost da će medju nji 


a) točno 40 neispravnih, b) najviše 70 neispravnih ? 














9dje je le. | 


Tada Stirlingovu 


uvre- m 
9dje je r=n-m. Uvedimo oznake x=(m-np)/o= 


Stavimo da x ostaje omedjeno kad n+e, 
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Ovdje se rađi o binomnoj razdiobi B(10000; 0,005), pa je vjerojat- 


nost za dogadjaj pod a) 


M. 10000 40 2 9960 
P10000(40) = (gg ]0,005%".0,995 


LA 
a vjerojatnost za. dogadjaj pod b) 

_ 770 
#. it P10000 


Rečeno vrijedi, naravno, uz pretpostavku da je ukupni broj proizvoda 


ogo veći od 10000. Izračunavanje vjerojatnosti u oba slučaja zahti- 


jevalo bi mnogo vremena, ako bi se provodilo izravno, bez upotrebe 


elektroničkog računala. 
Postoje razne aproksimativne metode za izračunavanje vjerojatno- 


Ako treba aproksimirati izraz 


x n! m_n-m 
Ais mi(n-=mji PS 


upotrijebit ćemo tzv. Stirlingovu formulu 


o 
sl = /žuš (s/e)* e", (2.216) 


“nz . Neka f£(s)-g(s) znači da f(s)/g(s)—> 1 kad s —>e. 


formulu možemo pisati u obliku s! - V2ns(s/e)*, a 


Vjerojatnost kod binomne razdiobe 


li/a 
>. - LIE (zeca) 
v2u 
(nq-r)/o, ož=npq, te pretpo- 


No to znači da m=np+gx i r= 


Q-oX teže u e kađ n+e, Nadalje imamo 


S 7 onpHž)(a- 2) < 42, 
r 
In((ZP) .) ) = - (np+ox) 1n (148) - (nq-ox)1nl1- 22) 


nq 


: 2 “> _ 
K- (nptox) i je ž SE i 0(n"*/%)) - (nq-ox) 2 + Un donji 
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F- ž : a , Za mnoge primjene lokalni teorem Moivrea-Laplacea (2.217) može da- 
Da bi se dobio posljednji izraz, treba znati računati s Lanđauovim 


m . LA) ža vati nedovoljno točne rezultate, dok formula (2.218) iako vrlo pPreciz- 
; belsa 2. Na primjer: ako c ne zavisi odn, vrijedi cU(n') =U(n Va M: Kani m 

sim s 8 = Di +8 OG a na, može biti nespretna. Moguće je izvesti razna poopćenja teorema 
napose (/(n2) + Uin%) = Ć(n"), zatim n? Gin") = U(n"*5), te Un") + š 


Moivrea-Laplacea, kao što je na primjer ovo: 








+ C(n9) = U(n5) ako je o<8. Tako smo našli da je 2 
-x*/2 Mn'/h) Pm =—>—e*i(k,x) + kole) +8(n'"21) , (2.219) 
Pime—iee*/“.e ovžu 
n ov2n : : a 
da. a : adi : =(m-n am .,&k = 1+Pq.*_ p-qg ME. Ka 
ba in (es ln May = Z(m71/2)— 0 kad n+*, dobivamo mije Je x=(m-np)/o, o*=npq 1(%) sik a 2(x) 
a budući da ' ) : , s 
“m _a BP + GRa E. 2IPA X. , (eo) a 
Po(m) = ra aaa TTiR ' (2.217) B..2 = ZZ = 
n 9v2qu 


| De B(n,p) prikazat ćemo tabe- 
. a 
Posl edn 1 rezultat obično s 


ti kazuje kako se vjerojatnosti u binomnoj razdiobi mogu larno točnost aproksimacije (2.217) i (2.219). Kod ove posljednje se 
Laplacea, te po 


< R , k s < -1/2 E X _ 
aproksimirati s pomoću gustoće razdiobe standardne normalrie razdiobe. k, (x) 1 ponaša kao U(n ), a k, (x) kao Ć(n'*). Dakle u Bede: shu 
Nedostatak ove formule je u tome da se ne može procijeniti pogreška čajevima će se ko (x) moći zanemariti prema ki (x). Osim toga za sime- 


roksimacije, a ova pogreška je prilično velika kad je binomna razdi- tričnu binomnu razdiobu Bin, E ja ka (+) ani * ise jd rajom 
aproksima ž 


mo gri MSriti zajedno s ostatkom Ć(n_*/2), (2.219) prelazi u (2.217): 
oba B(n,p) jako asime “ a 


j i j i jera 2.93. 5: E . 
Primijenimo provedeno razmatranje na pitanje a) iz Primjer Po (m) 6 (x) 


daje | 
Tamo je 0o=7,053368, x=-1,41776, #(x)=0,1460, pa formula (2.217) đaj Jame m 


: z : s agi 
(40) £ 0,0207. Točna vrijednost ove vjerojatnosti na šest de 





P ' ia 
10000 . i 0,021444. Pokazat ćemo kako se to dobiva. Ako se m x SP, (m) $(x) $(x)k, (x) $ (xXk, (x) ki(x)) 
3 i si . 
pen ren Srne i am 0 -1,00. 0,3277._ 0,2420 0,3025 0,3315 
ne raspolaže s tablicama logaritama faktorijela tako veliki 1 0,25  0,3277._ 0,3867 0,3512 0,3179 
2 : nI i ove 
kao što je 10000, može se, polazeći od nešto preciznije Stirling 2 I,50 0,1229 0,1295 0,1113 0,1314 
nm 3 2,75 0,0205  0,0091 * 0,0234 0,0166 
torijele, izvesti aproksimacija 
jomnale za Zakeorijete, 4. 4,00. 0,0013  0,0001 0,0008 0,0015 
2 
x 1-Pd) = 
= = lo g + Mi = 
log, im) ss . 2 raž 2) n=4; p=q=0,5. 
8) 
1 n-m (2.21 : 
jA m mE >>) + Mo 
- (m+5)log gg - (m2) log (ra) m,n m x oP. (m) (x) = g(XK,(x)+ 1) 
. škol, Me loga = moaia, 0-2 0,0625  0,0540 0,0596 
; ljeni dekadski logaritmi, M 
gdje su uporrebije 1 -1 0,2500  0,2420 0,2521 
lo < slk + 35). 2 0 0,3750  0,3989 0,3740 
i 3 0,2500  0,2420 0,2521 
. ške aproksi“ ' 
x=(m-np)/o, oŽ=npq. Ova formula omogućava procjenu pogreške ap 4 2 0,0625  0,0540 *  0,0596 
a. , : 


: što 
“ini čaj anja nego 
macije. Stvarna pogreška je u većini slučajeva znatno manj 


je ova procjena daje. 


3) n=25; 


03 u UN oo 3 


O 


10 
LE 
12 
13 
14 


4) n=25; 


Da bismo na sličan način olakšali rješavanje problema b) iz pri- 
mjera 2.93, valja izvesti još jednu aprokfsimativnu formulu. Slučajne 
veličina X podvrgnuta binomnoj razdiobi B(n,p) može se prikazati kao 


zbroj slučajnih veličina I 


P=0,2; 


-2,5 
> u 
-1,5 
=1,0 
-0,5 
0,0 
0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
4,5 


p=q=0,5 


4,6 


q=0,8. 


oP, (m) 


0,0075 
0,0472 
0,1417 
D.,2aE 
0,3734 
0,3920 
0,3267 
0,2217 
0,1247 
0,0589 
0,0236 
0,0080 
0,0023 
0,0006 
0,0000 


sP, (m) 


0,3875 
0,3321 
0,2435 
0,1522 
0,0806 
0,0358 
0,0132 
0,0040 
0,0009 
0,0002 
0,0000 
0,0000 


k 
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$(x) 


0,0175 
0,0540 
0,1295 
0,2420 
0,3521 
0,3989 
0,3521 
0,2420 
0,1295 
0,0540 
0,0175 
0,0044 
0,0009 
0,0001 
0,0000 


e (x) 


0,3910 
0,3332 
0,2420 
0,1497 
0,0790 
0,0355 
0,0136 
0,0044 
0,0012 
0,0003 
0,0001 
0,0000 


kao u formuli (2.210). Lako je provje 


$(x)k, (x) 


0,0104 
0,0486 
0,1368 
0,2662 
0,3763 
0,3989 
0,3279 
0,2178 
0,1222 
0,0594 
0,0246 
0,0084 
0,0024 
0,0004 
0,0000 


$ (xXk, (x) + ki(x)) 


0,0088 
0,0477 
0,1400 
0,2708 
0,3745 
0,3919 
0,3261 
0,2224 
0,1254 
0,0585 
0,0230 
0,0079 
0,0025 
0,0005 
0,0000 


$ (x)(k, (x) s odi) 


0,3874 
0,3321 
0,2436 
0,1522 
0,0806 
0,0358 
0,0132 
0,0040 
0,0009 
0,0002 
0,0000 
0,0000 
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(2.202). U tu formulu valja uvrstiti a=E(I,)=P, o?=D(Ip)=pa, medjutim, 
ćemo u skladu s oznakama kod binomne razdiobe dalje pisati ož=npq, 


a tako dobivamo 


| 
iZ 
=> 


m 
EE 2 
P (m, <Xsm no) pe re Pa (m) 








(2.220) 





a aproksimacija, nazvana integralnim teoremom Moivrea-Laplacea, tim 


točnija, što jen veće i što je koeficijent asimetrije ko rd 
f pa 


Slučajne veličine I, manji, vidi formulu (2.203). Numeričke karakte- 


1 k 


ristike za Ik dobivaju se iz Primjera 2.69 kad se uzme n=l1. Dakle 


h : P (m) = ( ——— ) s *—-—————) . (2.221) 
sic: Ynpq /npq 


Sad smo u stanju naći odgovor na pitanje b) u Primjeru 2.93. Pri- 


rit Mjenom formule (2.220) dobivamo 
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70 
Z Pigooo UV * #(2,84) - &-7,09) = 0,99774 , 
m=o ' 
vidi Tabelu VI, str. T21. 2 


Primjer 2.94. Test na klasifikacijskom ispitu sadrži 40 zadataka, 
za svaki zadatak postoji po 5 odgovora od kojih je samo jedan točan, 
Za točan odgovor dobiva se 1 bod, a za netočan ili nikakav odgovor 0 
bodova. Kolika je vjerojatnost da će kandidat na ispitu dobiti bar 10 
bodova, ako odgovore označava na slučajni način ? Ako se za neisprav- 
ni odgovor dobiva -0,25 bodova, kolika je vjerojatnost da će kandidat 
dobiti bar 10 bodova uz pretpostavku da je na svih 40 zadataka dao 
odgovore na slučajni način ? 

Ovdje se radi o Bernoullijevoj shemi vršenja stohastičkog eksperi- 
menta, a vjerojatnost ostvarenja dogadjaja A: "od pet odgovora u jed- 
nom zadatku označen je točan" iznosi p=1/5. Da bismo našli odgovor na 


prvo pitanje, treba za binomnu razdiobu B(40; 0,2) naći vjerojatnost 


Pa = o Pig (m. Primjenom formule (2.220) i Tabele VI, str. T20 
dobivamo 40 2,5 
Poz e(—) -e(*>) = #(12,65) - #(0,791) = 1 - 0,7855= 
/10 /10 
= 0,2145. 


Ako se za neispravan odgovor dobiva -0,25 bodova, tada kandidat treba 
imati bar 16 ispravnih odgovora da bi imao bar 10 bodova. Kao odgovor 


na drugo pitanje dobivamo primjenom formule (2.220) 


Pa 7 T Pig) = nl) - iL = 1-9(3,162277). 
Bo oseić /10 /10 


S pomoću Tabele VI, primjenom linearne interpolacije, možemo dobiti 
%(3,162)=0,999217, pa je zato P,=0,0008. 

Ako klasifikacijskom ispitu pristupi 800 kandidata, i svaki na 
slučajni način daje odgovore na pitanja iz testa, koliki je očekivani 
broj kandidata koji će položiti ispit ? Davanje odgovora na slučajni 
način od strane jednog kandidata možemo smatrati stohastičkim eksperi“ 
mentom u Bernoullijevoj shemi, u kojoj se vrši serija od 800 eksperi“ 


menata, tako da se ovdje radi o binomnoj razdiobi B(800; 0,0008). 
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očekivanje apsolutne frekvencije X je dakle E(X)=800.0,0008= 0,64. M 


Primjer 2.95. Radiotelegrafska stanica prima tekst koji je kodi- 


ran znamenkama 0 i 1. Uslijed prisustva smetnji vjerojatnost pogBeš- 
nog prijema proizvoljne znamenke ne mijenja se tijekom čitavog prije- 
ma i iznosi p=0,01. Smatrajući prijem pojedinih znamenaka nezavisnim 
dogadjajima, treba izračunati a) vjerojatnost da u tekstu od 1100 zna- 
menaka bude točno 7 pogrešnih; b) vjerojatnost da u ovom tekstu bude 

m nje od 20 pogrešno primljenih znamenaka. 

Ovdje se radi o Bernoullijevoj shemi izvodjenja eksperimenata, i 
napose o binomnoj razdiobi B(1100; 0,01), pa je odgovor na pitanje a) 


po 1093 


2%)0,017.0,99 


Pi100(7) 


a na pitanje b) 19 


ik“ Da Pilo0 + 


m= 
Približne vrijednosti ovih vjerojatnosti mogu se dobiti s pomoću pos- 
tupka poznatog pod nazivom asimptotika Poissona. Kad je: u binomnoj 
razdiobi B(n,p) n veliko a p maleno tako da np = a ostaje omedjeno, 
tj. mnogo manje od n, može se izvesti slijedeća aproksimacija ža 


P (m). Napišimo tu vjerojatnost u obliku 
n) m _n=-m (n S -n 


ma k n-m _np 
i š II (1- Zi (1-p) .e š 


k=1 


Uvedimo oznaku šem mo zi k 
e(m,n) = in((1-p)" e"P [1] (1-2) = 
k=1 


m-1 k 
KE in(1- 2) > 
=1 


= np + (n-m)iln(i-p) + 


te potražimo procjenu za e(m,n). Najprije je in(1-x)<-x za svaki x<l. 


Zato je 

i 1 

i k 
n 


1 


I" 


m= 
e(m,n) < np + (n-m)(-p) - ) = (2am - m(m-1)). 
k= 


DS) 


n 


O je nadalje O<x<b<l, tada je In(l-x)>-cx, gdje je c>- zin(1-b), 
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što se lako provjerava postavljanjem sekante na krivulju y=ln(1-x) 


kroz točke (0;0) i (b;in(1-b)). Napose za b=1/4 može se uzeti c=7/g6> 
ro , 


api a i ja dema : 
>4 ins No moguća je i drugačija procjena za iln(1-x) kad je 0<x<1/4; 
3. 


2 

x2 x? x2 x> m = 1 s, 

= -=- e. >-5 7 aa S" TE 
iln(l1-xX) + x 3) E 2 2 

x? 4 

+2 3! 
22 
dakle In(l-xX) > -X - 3X. 


Pretpostavit ćemo dakle da je m-1 < n/4 ip<1l/4, pa u izrazu za 


(m,n) primijenimo posljednju procjenu kod člana ln(1-p), a pretposlje- 
€ r 


k si biti 
dnju kod članova ln(i- 2): Tako ćemo dobi 


2.2 = 
e(m,n) > - ž m(m-1) + (n-m) (-p - 3P ) +np= 





2n 
2 
“ m2 1 — 7m(m-1) -8a"]). 
= Iz lUžam - 7m(m-1) - 8a“ + 824 ) > Iza i 2am ) 
Tako smo konačno dobili 
“ 222) 
a -a _e(m,n) (2. 
Po (m) md e .e 


2 iL - m-1) 
cajki 15: (12am - 7m(m-1) - 84“) < e(m,n) < zzlžam - m( ) 
jat 


i pretpostavlja se da je m-1<n/4, pzl/4. 


; i i = edjeno, 
Zaključujemo da se u slučaju kad je n vrlo veliko i np=a omec) 


j i i B(n,p) 
tj. mnogo manje od n, te m mnogo manje od n, binomna razdioba , 


i zdiobe a=np- 
može aproksimirati Poissonovom razdiobom s parametrom ra 


Ko j mm asli u 
U našem Primjeru 2.95 dobivamo primjenom aproksimacije za 
g.a 3 
slučaju a) . 11 iN 2 s ugiai 
ŠSre = 0, , 
Pino" * I 


n pr , . je daje 
v. Tabela I, str. T4, kod čega procjena pogreške aproksimacij 


č j 13 , =0,06431; 
0,063<P110g(7)<0,068. Točna je vrijednost Pi100(7) Oi; ; 


u slučaju b) nalazimo uz upotrebu Tabele II, str. T8, 


i U uf ell z1-F*(20) 1 -0,0093 = 0,9907. 
"q." niže mI 


Točna vrijednost je 0,991044. % 


Primjenom parcijalne integracije može se doći do tzv. 
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Primjer 2.96. Za interesantnu ilustraciju stohastičkih zakonitos- 
ti koristit ćemo se idejom koju je nabacio francuski matematičar Šmil. 
Borel u svojoj popularnoj knjizi "Slučaj". 

Pod složenim eksperimentom s novčićem podrazumijevajmo bacanje 
novčića milion puta. Smatrat ćemo da se u tom eksperimentu ostvari do- 
gadjaj A, ako je grb ispao više od 507000 puta ili manje od 493000 
puta. Jasno je da imamo posla s binomnom razdiobom B(10$;0,5), pa ako 
je X apsolutna frekvencija, znamo da je A = (1X-5.1021>7000). Budući 
da je broj eksperimenata vrlo velik, možemo primijeniti aproksimaciju 
(2.220). Najprije je P(A) =1-P(A) =1- P(493000<X<507000), a zatim 
S pomoću m,=493000, m2=507000, o=0,5.10%, np=0,5.105 nalazimo (mo-np) / 
/9=7000/500=14, (m, -np)/o=-14. Zato je ' 

P(A) = 0(14) - 8(-14) = 20(14) - 1 
dakle 


P(A) 2 - 20(14) = 2(1 - %#(14)). 


Ovdje se susrećemo s problemom nalaženja vrijednosti funkcije raz- 


diobe za razdiobu N(0; 1) kada je argument vrlo velik. Sjetimo se da 
je %(14) vjerojatnost slučajnog dogadjaja (Y<14), gdje je slučajna ve- 


ličina Y podvrgnuta razdiobi N(0; 1). Polazeći od integrala 


1 -%2(x) = [ (that 
X 





semikonvergent- 
nog reda 
1-%(x) = žAa s . m ded _ b3.8 bo) 
X X x 


Za koji se pokazuje da ima Ovo svojstvo: ako se načini parcijalna suma 





= +00 _1) m (2m-1) 1 
7x niža (-1) ao 


tada je apsolutna pogreška aproksimacije manja od apsolutne vrijedno- 


Sti prvog ispuštenog člana: 


[1 - 2(x) - S | a (2) (2n+i) u 
n 


x o o2niž #0. 
X 
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U našem slučaju nakon računa izlazi P(A) = 15,587.10745, 

Dobiveni rezultat možemo ovako interpretirati:Pretpostavimo (iako 
je to praktički neostvarivo) da jedan stanovnik Zemlje u jednoj Sekun- 
di izvrši jedan gore definirani složeni eksperiment s novčićem (109 
bacanja!). Ako bi 4 milijarde (4.10?) stanovnika Zemlje neprekidno 
bilion biliona (102% stoljeća izvodilo ovakve eksperimente s novčić- 
ima, tada bi očekivani broj ostvarenja dogadjaja A u svim tim silnim 
eksperimentima iznosio približno 0,2. : 

A slučajni dogadjaj A se ostvari pri izvodjenju složenog eksperi- 
oš S novčićem, ako apsolutna frekvencija X apsolutno odstupa od 
svog očekivanja E(X)=np=500000 za više od 1,48 ! M 

U ovom udžbeniku prvenstveno imamo na umu primjenjivost teorije 
vjerojatnosti na probleme spoznaje prirode. Tu mogu biti dragocjena 
zapažanja koja je dugogodišnjim bavljenjem teorijom vjerojatnosti raz- 
vio svestrani i vrlo plodni Emil Borel (1871 - 1956). U svojoj posije- 
dnjoj knjižici "Probabilitć et certitude", Paris 1956. (postoji ruski 
prijevod, "Nauka", Moskva 1969.) Borel je predložio da se praktički 
nemogući dogadjaji, kao što je npr. A u ovom primjeru, smatraju strogo 
nemogućim, i naravno, praktički sigurni dogadjaji, kao što je ovdje 
A, smatraju strogo sigurnim . Slično bi se po Borelu trebalo napusti- 
ti vjerovanje u teoretsku mogućnost da se u toploj sobi zamrzne čaša 
vode, ili da četa majmuna natipka "Britansku enciklopediju" slučajno 
udarajući po tipkama na pisaćim strojevima. Po Borelu te dogadjaje 


treba smatrati strogo nemogućim. 


2.7.1, BERNOULLIJEV ZAKON VELIKIH BROJEVA 





+ 301 je 
Proučavajući daljnja svojstva binomne razdiobe B(n,p), kojoj J 
i3 ja slučaj 
podvrgnuta slučajna veličina X, nazvana frekvencijom ostvarenja s 
i maja 2.220) 
na dogadjaja A u Bernoullijevoj shemi, primijenit ćemo formulu ( 


. : žimo 
u jednom posebnom, ali za primjene važnom problemu. Ako je e>0,tra 
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vjerojatnost slučajnog dogadjaja |X-np|<ne, gdje je np=E(X), e>0. Taj 
dogadjaj je ekvivalentan sa np-ne<X<np+ne, no ekvivalentan je i sa 
događjajem |Y-p|<e, gdje je Y=X/n relativna frekvencija dogadjaja A. 


Formula (2.220) u tom slučaju daje 


P(|X-np|<ne) %(ne/od) - %(-ne/o) = 28(ne/o) - 1 = 


20(e/n//pq) - 1 = 8* (evn/vpq). (2.223) 
U Teoremu 2.53 radilo se o konvergenciji po razdiobi. Aproksimaciji 
(2.223) možemo dakle dati drugačiji oblik: 


lim (P(|Y-p|<e) - &*(eyn//pq)) = 0. ' (2.224) 
n> e 


U ovom odjeljku primijenit ćemo obadvije posljednje formule. 

Najprije želimo pokazati kako se stiče jedan intuitivni osjećaj o 
ponašanju relativne frekvencije u Bernoullijevoj shemi od n nezavisnih 
istovjetnih eksperimenata, ako je n vrlo veliko. Ponovo promatramo 
složeni eksperiment s novčićem iz Primjera 2.96. Tamo se radilo o raz- 
diobi B(10$; 0,5) i neka je sada X frekvencija podvrgnuta toj razdio- 
bi. Znamo da je E(X)=500000=np i o=500, pa potražimo vjerojatnosti 
dogadjaja |X-np|<ne za prikladno ođabrane e. Proračuni će biti naj- 
jednostavniji ako upotrijebimo pojam kvantila standardne normalne raz- 
diobe, vidi Tabelu VII, str. T22 i Definiciju 2.17. Stavimo dakle 
E=u p/Pa/n u formulu (2.223). Izlazi 

2 


P(|X-np|<ne) = 24(u -il=1i-p=P, 


e p) 
A 
ili drugim riječima P=1-p je vjerojatnost slučajna dogadjaja |X-np|< 


<ou pi Rezultate računa provedenog uz pomoć Tabele VII, kojoj zbog 
1- 5 ' 
POsebnog interesa u ovoj diskusiji dodajemo kvantil u =0,01253 za 
i- 
2 


P=0,99, uz rezultat iz Primjera 2.96 donosimo u preglednom prikazu 
(gdje su u prvom retku zaokružene vrijednosti za k koje odgovaraju 


brojevima iz drugog retka!) 






P(|X-np|<k) 
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4=15,587.10%%? 
P(|X-np|<k) 


Možemo reći da se u slučaju k=6 radi o praktički nemogućem dogadjaju, 
a u slučaju k=1288 o praktički sigurnom dogadjaju. U ovom potonjem 
slučaju relativna frekvencija odstupa apsolutno od vjerojatnosti 0,5= 
=p ispadanja grba kod jednokratnog bacanja novčića za manje od 1,288. 
tač: Tako smo došli vrlo blizu otkriću koje je S. Bernoulli prikazao 
u svojoj raspravi "Ars conjectandi" napisanoj prije 1705. godine. 

Teorem 2.59. (Bernoullijev zakon velikih brojeva) Neka je X slu- 
čajna veličina podvrgnuta binomnoj razdiobi B(n,p) koja odgovara Ber- 
noullijevoj shemi izvodjenja n nezavisnih istovjetnih eksperimenata, 
tako da pri svakom izvodjenju eksperimenta vjerojatnost ostvarenja 
slučajnog dogadjaja A iznosi p. Ako je Y=X/n pripadna relativna fre- 
kvencija, tada je i. Pisani a, 

n+e 


imjenjujući inicij ožemo 
za svaki e>0. Drugim riječima, primjenjujući Definiciju 2,25, M 


si a 
reći da še. diana 


5 * = -1 
Dokaz. Dovoljno je primijetiti da je prema (2.40b) #*(x)=20(x) 


i i i prva tvrdnja 
i stoga $* (#)=20(e)-I=1, pa iz formule (2.224) izlazi p 


E i : 0, a 
teorema. Ovdje naime razlika dviju funkcija (od n) ima za limes 0, 


i suptrahend ima takodjer limes, pa mora i minuend imati limes. Limes 
razlike možemo dakle računati kao razliku limesa i to dovodi do prve 
tvrdnje. Ta tvrdnja se može i ovako napisati 

lim P(|Y-p|>e) = 0 

n+e 


že V g 
a to prema Definiciji 2.25 pišemo Y=X/n-—> p. a 


iranje teorije 
Ovaj rezultat ncobično je značajan za suvremeno fundiranje 

: g 4 3 3 nosti 
vjerojatnosti. U odjeljku 1.7. zasnovali smo teoriju vjerojat 


o ćih 
Vi iomi tav j i a me ju vrlo P 

i i i i m1 ostavljeni su n te 1 

aksiomima A 1 Ao. (0) aks P 


. ix : ične vjero" 
i jednostavnih svojstava, koja su zajednička za pojam klasičn 


i i venciju« 
jatnosti, geometrijsku vjerojatnost i napose relativnu frek 
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Spomenuli smo u odjeljku 1.6. kako je von Mises pokušao zasnovati teo- 


riju vjerojatnosti na strogo matematičkoj konvergenciji niza relativ- 


nih frekvencija. 


Teorem 2.59, koji je izveden iz aksioma Al i A, doduše podđužim 


lancem deđukcija, otkriva da je aksiomatski zasnovana teorija vjero- 


jatnosti u skladu s intuitivnim “predodžbama o pojmu vjerojatnosti, 


te da ona može poslužiti kao matematički aparat za proučavanje stoha- 


stičkih zakonitosti. Drugim riječima, neka vrlo jednostavna svojstva 


intuitivnog pojma o vjerojatnosti bilo je dovoljno ugraditi u osnove 


matematičke teorije, da bi ova ipak sadržavala dalekosežna svojstva 


koja su intuitivno bila takodjer poznata (v. odjeljak 1.6), ali se ne 


mogu odmah nazrijeti iz samih aksioma. Spomenimo da smo zakon velikih 
brojeva mogli vrlo lako izvesti i iz teorema Čebiševa (Teorem 2:50): 


koji se naziva i poopćenim zakonom velikih brojeva. Dovoljno je tamo 


staviti no litiot...+1 interpretirajući Xu kao frekvenciju keod binom- 


ne razdiobe B(n,p), pri čemu je Ik" k=21 4, jas gli; slučajna veličina 


indikator, pa će Xa Xa/n biti pripadna relativna frekvencija, a = 


=EX) =1 =din mi ja ES U 
FE(X) = ZB (Xx) = Sa k=1 E(Iy) = p, a Teorem 2.50 daje kp 


Postoje mnogobrojna poopćenja zakona velikih brojeva i to je važ- 
no poglavlje moderne teorije vjerojatnosti. Spomenut ćemo samo 

Teorem 2.60. (Borelov pojačani zakon velikih brojeva) Neka je X 
frekvencija podvrgnuta binomnoj razdiobi B(n,p). Tada je X/n relativ- 
na frekvencija i za nju vrijedi 

X/n Ep, 

gdje smo primijenili Definiciju 2.24. % 

Dokaz se može naći u [7], str. 217. 

Teorem 2.43 sad pokazuje da iz Teorema 2.60 proizlazi kao speci- 
jalni slučaj Teorem 2.59. 

Mi smo u ovom prikazu ipak dali prednost izvodu Bernoullijeva zako- 


na velikih brojeva preko integralnog teorema Moivrea-Laplacea, jer se 
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tim putem razvijaju i metode za kvantitativnu analizu srodnih problema, 


2,7,5, POISSONOVA RAZDIOBA 





U primijenjenoj teoriji vjerojatnosti dolazi se do raznih razdio- 
ba u principu na dva načina: a) iz mnoštva eksperimentalnih rezultata 
nasluti se da se radi o nekoj već poznatoj razdiobi ili se utvrdi sup- 
rotno, da je riječ o nekoj novoj razdiobi koja do tada nije još bila 
poznata; b) iz uvjeta pod kojima se izvodi eksperiment katkad je mogu- 
će analitičkim postupkom izvesti zakon razdiobe. Ovdje ćemo prikazati 
jedan izrazit primjer koji ilustrira postupak b). 

Radi se o tzv. Poissonovu procesu. Mnoge fizikalne pojave sastoje 
se od pojavljivanja istovrsnih diskretnih slučajnih dogadjaja, označi- 
mo svaki od njih sa A, u nekom kontinuiranom vremenskom (ili prostor- 
nom) intervalu. To mogu biti npr. dolasci automobila na fakultetsko 
parkiralište izmedju 8 i 10 sati jednog odredjenog dana; broj poziva 
koji na kućnu telefonsku centralu pridodju od 10 do 14 sati; broj mje- 
sta gdje je izolacija neispravna na komadu izolirane žice duljine 100 
metara, koji smo slučajno odabrali, i tako fiksirali jedan prostorni 
interval; broj kvarova na nekom uredjaju u fiksiranom vremenskom inter- 
valu; niz raspada atoma radioaktivne materije u vremenskom intervalu. 

Ovi procesi nazivaju se nizom dogadjaja, a jedna posebna podvrsta, 
kojom ćemo se ovdje podrobnije baviti, naziva se najjednostavnijim 
nizom dogadjaja, ako su ispunjeni slijedeći uvjeti: 

1) Vjerojatnost nailaska stanovitog broja dogadjaja A u intervalu 
vremena (ili orijentiranog jednođimenzionalnog prostora) t zavisi samo 
od duljine tog intervala, a ne zavisi od smještaja tog intervala u od- 
govarajućoj vremenskoj (ili prostornoj) dimenziji. Neka Pm (t) označava 
vjerojatnost nailaska m dogadjaja A u intervalu duljine t, m=0,1,2,:*" 


. . E iš i oljnom 
2) Vjerojatnost nailaska stanovitog broja dogadjaja u proizv 


3 E &.-ašia : ć 
intervalu ne zavisi od dogadjaja koji su se pojavili u bilo kom 
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ranijem intervalu disjunktnom s promatranim. 

3) Vjerojatnost nailaska dva ili više dogadjaja u dovoljno malom 
intervalu At iznosi Pm (st)=o(4t), m=2,3,..., gdje je o Landauov simbol 
(isp. [3], str. 162-164) definiran graničnim prijelazom: o(4t)/at-—> 
——> 0 kad At + 0. To znači da o(At) teži brže k 0 nego 4t, ili druga- 

čije rečeno, da je o(At) infinitezimalna veličina višeg reda od At. 

4) Vjerojatnost nailaska (točno) jednog dogadjaja u dovoljno malom 
intervalu At srazmjerna je duljini tog intervala s točnošću do infini- 
tezimalnih veličina višeg reda: 

Py (At) = at + o(4t). 

1z navedenih uvjeta odredit ćemo funkciju dvije varijable Pm it). 

Uvjet 4) povlači da se u konačnom intervalu duljine t ne može pojaviti 
beskonačno mnogo dogadjaja A, jer bi u suprotnom slučaju taj interval 
sadržavao bar jedno gomilište dogadjaja A, i za okolinu tog gomilišta 
ne bi vrijedio uvjet iz 4). Sad možemo računati vjerojatnost Po (At) =, 
=1- ami Py(4t), gdje se uvijek rađi o konačnoj: sumi, a uvjeti 3) i 
4) daju ' 
Po (bt) =1-AMt + o(4t). (2,225) 
Pustimo li da At—> 0, izlazi po (0)=1. Naprotiv iz 3) i 4) nalazimo da 
je Pm (0) =0, m=1,2,3,..., ako pustimo da At—> 0. Rađi lakšeg računanja, 
uvedimo slučajni dogadjaj 

An(T): "u intervalu r ostvarilo se m dogadjaja A". 


Razmotrimo redom slučajeve: 


m=0; A (t+4t) = A (EA (4t) odakle je Po(ttt)=p (t)p_(4t), te 
primjenom (2.225) Po (ttat) = PoE) - At) + o(At). Uz pretpostavku 
O postojanju bar druge derivacije funkcije vjerojatnosti, iz Taylorove 
formule izlazi 
Po(ttat) - po(t) = poltlat + o(at), 
Što uvršteno u prethodnu jednadžbu daje 


Po (t)at = -)Po(t)At + o(4t) 
odakle 
, da o(At) 
Po(t) = \Ppo (t) GETE 


am 


i nakon graničnog prijelaza At>-0 
: >. (2.226a) 
Pot) = AP,(t). 
m=1; Aj (t+at) = A (B)A (dt) + A (A, (4t) 


dakle 'je 
ic Py (ttat) = pijlt)po (bt) + PobPIGE), 


a uz pomoć izraza (2.225), Taylorove formule i uvjeta 4), nakon gra- 
Pp 


ničnog prijelaza 4t+0 nalazimo 


Pit) = MP) - Piu(t)). x (2.226b) 


fea, A 
.m22; A (t+0t) = Ap (EA (26) + A_y (EA (6t) + pai )A, (4t) 


Uzimajući vjerojatnosti s obih strana jednadžbe nagsraje dobivamo 
Pm (Ett) = Palt)Po (4) + Paog (E) Py (6E) + jegPmod ĆE) Py (6t),, 
a zatim ki uvjeta 3) suma že jednaka o(At); Po (st) ad Pi (bt) 
uvrštavamo iz (2.225) i uvjeta 4), te upotrebom Taylorove formule i 
prijelazom na granicu kad At+0, slično kao ranije, dobivamo 
Palit) = A(Pa-i't) > Pa(t))- (2.2260) 

Normalni stacećonarni sustav linearnih diferencijalnih jednadžbi 
(2:226a), (2.226b), (2.2260) označavat ćemo kraće oznakom (2.226). 
Ako Pm (t) smatramo funkcijom dviju varijabli, sustav se zove diferen- 
cijalno - diferencijski, jer se po varijabli m radi o jednadžbama &i= 
ferencija. Budući da su nam poznati početni uvjeti Po(0)=1 i B, jo 
za m=1,2,..., ovdje je najprikladnije primijeniti Laplaceovu transfor- 
maciju, označavajući varijablu kod slika sa s. To smijemo, jer je rje- 


Zo i B KORA anč= 
šenje svakog linearnog sustava diferencijalnih jednadžbi s konst 





i j kle 
nim koeficijentima skup funkcija eksponeneijalnog ređa. Neka je da 
dp tl = Pa (S) + Preslikavajući (2.226a) dobivamo 

«LFm" “2 
= 4 
Pati) * sari 


a slike od (2.226b) i (2.226c) daju 
= A m=lgd pne + a 
Pm(S) = Ef P. (s), , 


m-1 


Izmnoživši sve ove jednadžbe, dobivamo 
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im 


A 
m+1 


P_(s) = 
m (s+)) 


a pripadni original je tražena vjerojatnost u Poissonovu procesu 


m 
o at, (2.227) 





Pnm(t) = 


m=0,1,2,... . Ovo je vjerojatnost da se u fiksiranom intervalu vreme- 
na (ili jednodimenzionalnog prostora) t pojavi m istovjetnih dogadja- 


ja u najjednostavnijem nizu dogadjaja. Ako ovaj broj m smatramo vri- 


jednošću slučajne veličine X, tada ova slučajna veličina ima Poissono- 
vu razdiobu (2.227) s parametrom a=)t. Znajući da a ima značenje cen- 
tra te razdiobe, možemo reći da parametar A u Poissonovu procesu ima 
značenje srednjeg broja pojavljivanja dogadjaja A u jediniet vremena. 
Uvjeti 1) - 4) zaista dobro definiraju Poissonov proces, jer vri- 
jedi već poznati rezultat iz Poissonove razdiobe: a Pm (t) =1. 
Napomena. Ako čitalac nije sam primijetio, upozoravamo da iz uvjeta 2) proizla- 
zi da su dogadjaji A (60) i A. (At) nezavisni, kad su intervali, t i At disjunktni, 
što je u ovoj diskusiji uvijek pretpostavka. Valja primijetiti da istim oznakama 
bilježimo i intervale i njihove duljine! Osim toga je AL (T)A_ (r)=v za svaki rgs i 


svaki T. 


Primjer 2.97. Pretpostavimo da broj poziva koji dolaze na kućnu 
telefonsku centralu predstavlja jedan model Poissonova procesa s para- 
metrom A=120 poziva na sat. Neka je X broj poziva koji pristignu u 


intervalu od jedne minute. Tada slučajna veličina X ima Poissonovu 


razdiobu s parametrom a=)t=120.-h=2 i funkcijom vjerojatnosti (vidi 


60 
(2.34)) dio 
Ba“ 


Pm 7 m 


Vjerojatnost da u periodu od jedne minute ne bude telefonskih poziva 


iznosi Po = e"2 = 0,1353 , 


vidi Tabelu I, str. TI$ 
vjerojatnost da brcj poziva buđe izmedju 1 i 6 iznosi 


P(1<£X<6) = F(7) -F(1) =F*(1) - F*(7) 


0,8602, 
vidi Tabelu II, str. T5. 
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Promatramo tri u parovima disjunktna intervala, svaki od po jedne 
ninute. Ako ži sa vrlo precizno radilo, trebalo bi uvesti tri slučaj- 
ne veličine podvrgnute jednakim Poissonovim razdiobama. Iz uvjeta 2) 
Jjefinicije Poissonova procesa proizlazi da su ove slučajne veličine 
nezavisne. Vjerojatnost da u svakom od ovih intervala bude izmadju 1 


A u 0,686. M 


i 6 poziva iznosi (0,8602) 
Primjer 2.98. Promatranja su pokazala da se broj udesa koji se 
dogode na jednoj odredjenoj dionici dvosmjerne g Naija duge 20 km, 

ravna m Poissonovu procesu s parametrom i=2 udesa po tjednu. Treba 
izračunati približnu vjerojatnost da na toj dionici autoceste bude 
manje od 100 udesa u jednoj godini. 

Srednji broj udesa u godini dana je sisara Vjerojatnost da u 

i ' 104 -104 , š 

godini dana bude točno k udesa iznosi Pk "RE ha vjerojatnost 
ja u godini dana bude manje od 100 udesa iznosi P = si Px+ Ovu sumu 
bi trebalo računati na velikom elektroničkom računalu. To medjutim 
nije potrebno, jer se približno ta vjerojatnost i ovdje može izraču- 
nati primjenom Centralnog graničnog teorema, Teorem 2.53. 

Pretpostavimo da u cjelini nezavisne slučajne veličine Xjo i=1,2, 
,...,n, imaju jednake Poissonove razdiobe s parametrom a. Tada slučaj- 


na veličina Y _=X +...+X, ima očekivanje E(Y,)=na i disperziju D(Y,)7 
n 


1 

“e . "4 sou . “ue = Ee ra O- 
-na. Pripadna normirana slučajna veličina je Y, = (Y, na)//na , a Te 
rem 2.53 tvrdi da za veliko n ž. ima približno standardnu normalnu 


razdiobu, dakle X ., 
Pirot) s %(t). 


Dogadjaji (Yu<t) i (Y,<na+ot) su ekvivalentni, pa ako stavimo na+ot=y: 


dobivamo P(Y_<y) D 2 (2775) , ovna . (2.228) 


Iva formula daje aproksimaciju Poissonove razdiobe normalnom, jer valje 
se sjetiti da smo u Primjeru 2.50 dokazali stabilnost Poissonove razdi“ 
ši obzirom na zbrajanje, pri čemu izlazi da i ba ima Poissonovu raz- 
diobu s parametrom na. 


U našem primjeru vremenski interval od godinu dana podijelimo u 
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52 tjedna, i-tom tjednu pridružimo slučajnu veličinu Xi y i=1,2,..+,52, 
podvrgnutu Poissonovoj razdiobi s parametrom a=2=2uđesa/tjedan.ltjedan, 
pri čemu je vrijednost slučajne veličine X, broj udesa u i-tom tjednu. 
Zato ir =X1t...+X52 poprima vrijednosti koje su jednake broju udesa u 
godini dana. Znamo da su zbog uvjeta 2) kod Poissonova procesa slučaj- 
ne veličine lr... u cjelini nezavisne. Dakle ispunjeni su svi uv- 
jeti za primjenu formule (2.228). Tamo treba staviti y=99, na=104, o= 
=/na=10,198, (y-na)/c.=-0,4903, te primjenom Tabele VI, str. T20, kona- 


čno izlazi . 
P(Y_<99) = 0(-0,4903) =1 - 2(0,4903) = 0,62392. 


Napomenimo da smo striktnu nejednakost u formuli (2.228) mogli napus- 
titi zato, što se radi o aproksimaciji diskretne razdiobe kontinuira- 
nom. Stoga je i ovdje moguće uvesti korekciju zamjene diskretne raz- 
diobe kontinuiranom, tako da se y=99 zamijeni a y=99+0,5. Tako bismo 
dobili točniji rezultat: 


P(Y,<100) = #(-0,4413) =.1 - 8(0,4413) = 0,65899. x 


24148. NORMALNA_RAZDIOBA 


Pažljivi čitalac već je mogao zapaziti da se proučavanje svojsta- 
Va normalne razdiobe provlači kroz cijelu raspravu o slučajnim veliči- 
nama. I zaista, gotovo da o toj razdiobi nemamo ovdje ništa dodati, 
Što već nije rečeno ili što spretniji čitalac i sam ne bi mogao izve- 
Sti po uzoru na obradjene probleme. Uzmimo na primjer Lemu 2.3. u ko- 
joj je dokazano "pravilo tri sigma". Postoji naravno i "pravilo jedan 
Sigma" i "pravilo dva sigma", tj. treba naći vjerojatnost 

P(|X-al<kg) = 9%.» k=1,2. 

Radeći slično kao u dokazu leme i upotrebljavajući Tabelu VI, nalazi- 
mo da je g2-e*(2)=0,9545 i 9179*(1)=0,6827. 

Na sličan način čitalac može, ako je spretan u metodi interpolaci- 


je kod primjene Tabele VI za računanje vrijednosti inverzne funkcije 
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g izvesti tzv. granice tolerancije za vjerojatnost P(|X-a|>kg) = 


=p, dane u tabeli 





gdje slučajna veličina X ima dakako razdiobu N(0; 1). 

U knjizi [11], na stranama 52 do 57 možemo na primjer saznati 
za jedan interesantan izvor normalne razdiobe. To ćemo kratko ispri- 
čati. 

U euklidskoj ravnini R2 fiksirana je točka O, koja će služiti za 
ishodište Kartezijevih koordinatnih sustava postavljenih u toj ravni- 
ni. Na ravninu pada slučajna točka. (Kao model može poslužiti gadjanje 
cilja 0.) Ako je fiksiran koordinatni sustav OXY, tada slučajnu točku 
interpretiramo kao slučajni vektor (X,Y), čije komponente imaju za 
vrijednosti koordinate slučajne točke. Ako pretpostavimo da su u pro- 
izvoljnom koordinatnom sustavu OXY komponente slučajna vektora (X,Y) 
nezavisne (hipoteza Hi), proizlazi da te komponente nužno imaju jedna- 
ke normalne razdiobe! 

ježa se pokazati da je hipotezi Hy ekvivalentna hipoteza Ho: 

Neka u ravnini R2 postoji bar jedan koordinatni sustav OXY tako da su 
u tom sustavu komponente slučajnog vektora (X,Y) nezavisne, neka je 
vjerojatnost mam mje m točke u elementarni dio AS ove rav- 
nine srazmjerna površini m(AS) tog elementarnog dijela i neka zavisi 
samo od udaljenosti elementarnog dijela AS od ishodišta O a ne zavisi 
od vrtnje dijela AS oko ishodišta. Korisno bi bilo da čitalac sam do- 
kaže ekvivalenciju hipoteza H, iH,! Želimo upozoriti čitaoca da smo 
na jedan specijalni slučaj hipoteze H, već naišli u Primjeru 2.13, 

kad smo prikazali Maxwellov postupak za nalaženje razdiobe brzina mo" 
 .lekula idealnog plina. I Maxwellov analitički postupak može se ovdje 
.primijeniti gotovo bez izmjena. Obratit ćemo pažnju samo na spomenuto 
poopćenje kad je riječ o hipotezi H2- 


: : čaj" 
Neka je OXY koordinatni sustav iz hipoteze H,. Komponente slučaj 
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nog vektora (X,Y) su nezavisne, pa je pripadna (dvodimenzionalna) 
gustoća razdiobe fx (x) fly), a vjerojatnost dospijevanja slučajne 
točke u elementarno područje AS je £x(x)£,(y)m(AS). IZ Ho proizlazi 
da je ta vjerojatnost jednaka f(yx2+y2)m(AS), odakle proizlazi funk- 
cvionalna jednadžba 


£x(x)£4(y) = f(/xž+ y2) , 


! 


koja se rješava slično kao u Primjeru 2.13, pa izlazi da funkcije 


fx i £y moraju biti jednake funkciji Iza exp(-x"/(202)), isp. formu- 
š o TT 





lu (2.31). Dakle iako se u početku ne može pretpostaviti da su funk- 
cije fx i fy jednake, iz računa izlazi njihova jednakost. 

Iz istog razloga bi se i hipoteza Hi mogla ovako napisati: fx (x)fy(y)= 
= ak ako se isti elementarni dio ravnine promatra u dva 
koordinatna sustava: OXY i OX1Y, - 

Savjetuje se čitaocu da detalje ovog razmatranja provede samostal- 
no, jer se radi o važnoj provjeri stečenog znanja u području teorije: 
vjerojatnosti. 

Ovim smo razmatranjem željeli naglasiti, da različiti modeli u 
teoriji vjerojatnosti, neki koji su "klasični", nastali prije više od 
sto godina, i neki posve suvremeni, mogu biti riješeni identičnim ma- 
tematičkim aparatom. Zbog velikog obilja različitih stohastičkih mo- 
dela, primijenjena teorija vjerojatnosti je znatno teža od drugih po- 
dručja matematičkih primjena, ali pero zato na primijenjenu teoriju 
vjerojatnosti treba gledati kao na cjelinu, u kojoj vrlo "stara" pod- 


ručja nisu manje važna od najsuvremenijih. 


[23] 
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